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Borerinnerurg. 


Pie Elemente des Euclides fird auf fo mannich⸗ 
faltige Art herausgegeben worden, daß eine neue Bear« 
beitung derſelben unnaß fcheinen moͤgte. Doch wird 
diefer Schein bei Jenen fchwinden, welche den Gegens 
ftand nachfolgender Schrift, ihren Zwed und die Art, 
denfelben zu erreichen, genauer erwägen. Denn in 
jeder diefer drei Ruͤckſichten wird ſich dieſe neue Aus⸗ 
gabe der Elemente von den bereits vorhandenen unter⸗ 
ſcheiden. 

Wenn aͤltere und neuere Schriftſteller entweder die 
dreizehn oder fünfzehn Bucher allein in der Grundſprache, 
oder mit beigefuͤgter lateiniſchen Ueberſetzung ‚ oder mur 
in der Iateinifchen, deutſchen oder in einer andern 
Sprache herausgegeben; ‘oder wenn Andere lediglich die 
ſechs erften Bücher, nebft dem elften und zwölften auf "- 
dieſe Weiſe behandelt, oder aud nur die vier erften. 
Bücher zum Gebrauche der allererften Anfänger zuſammen⸗ 
geftellt; oder wenn fie dieſe Elemente auf eigne Art 
freier bearbeitet und zu eignen Lehrbüchern. gefaltet 
baben, fa find,. nach meinem Wiffen, bloß die geomes 
trifhen Bücher des Euclides d. h. das J. IE. III. 
IV. VI. XI und XII. Buch, mit Ausfchlug des V., 


‘ 


WM 


welches arithmetiſch ift, noch nit im Deutfchen 
erfchienen. Unter den Sränzofen hat F. Peyrard (Les _ 
Elemens de Geometrie d’Euclide, traduits litterale- 
ment etc. à Paris, 180%) eine wohlgelungene Ueber⸗ | 
fegung derfelben geliefert, | 
Das fünfte Buch, welches die Lehre von Ver⸗ 
haͤltniſſen und Proportionen enthält, konnte bei dieſer 
‚neuen Ausgabe um fo fuͤglicher uͤbergangen werden; als 
Euclides darin (3. bis 8. Erflär.) einen, eignen 
Begriff von den Verhäleniffen und Proportionen 
zum. Grunde legt, worüber vielfach geftritten werben 
iſt, und als die darauf folgenden geometriſchen Bücher 
nur der Elementarlehren von Berhältniffen und Pros 
portionen zu Huͤlfsſaͤtzen bedürfen, welche in jedem guten 
Handbuche der Arithmetik "befriedigend vorgetragen find, 
Es hat demnach das folgende Werk zu "feinem 
Gegenſtande die Euelidiſche Planimetrie, im 
I. II. III. IV. und VL und die Euchidifhe.Stere®® 
metrie im XI. und "XL Bude; mit Ausſchluß aller 
arithmetifchen Bücher, welche, obwohl. hoͤchſt lehrreich 
und von dem großen Scharffinne des Erfinders drugend, 
nicht. zum Plane diefer. Schrift. gehören. 
—. Beisder -deutfchen. Bearkeitung fat ſich der Heraus⸗ 
geber, auſſer einigen: der beſten Altern Aubgaben noch 


folgender neuern bedient: 


1) Johann Friedr. Lorenz, Euelid's Elemente, 

fünfzehn Bücher, aus dem Griech. Halle, 1781. 

2 F. Peyrard, Les Elemens de Geometrie 
d’Esclide. à Paris, 1804. 


ya 


3) Joh. Cart Briedr. Hauff, Eurlides Elemente 
das J. bis zum WI. fammt den XI. u. KR 
Bude u. ſ. fe Zweite Aufl Marburg, 1807. - 

4) d. Guilet. Cumerer, Euclidis Elementorum 

bri VI: priores graece et latme .ete. T. L 
Berolini, 4824. T. II. 1825. 

5) Earl Brandan Mollweide, Euelid's Glemente, 

fuͤnfzehn Bücher von J. F. Lorenz. Halle 1824. 

Der Zweck :diefer neuen Ausgabe iſt ein doppelter. 
Es ſollen ſowohl die: Anfaͤnger, als andere Liebhaber bed 
geometriſchen Studiums mit dem Geiſte der Eutlidiſchen 
Geometrie fo befannt: werden, daß ihnen eine klare 
Einſicht in die wiſſenſchaftliche Verkettung der einzelnen 
Lehren :und in Die flreng bindende Kraft ihrer Beweiſe 
zu Theil wird, um ſich hierdurch von der. Vortrefflichteit 
diefes claſſiſchen Werts zu. überzeugen, 

Darm ſoll diefe Ausgabe Durch Die Art, ‚wie bie 
Euclidifchen Lehren Dargeftellt und durch die vielfach 
beigefügten Anmerkungen, worin fie erläutert, berichtigt 
oder erweitert werden, ein moͤglichſt vollftändiges Lehrbuch 
der Elementar⸗Beometrie ſeyn, und fewohl- zum öffent, 
lichen ald privat Unterrichte dienen. 

Welche fefte Grundlage diefe geometrifchen Elemente 
zum erweiterten Studium der ‚Geometrie und. höherer 
Theile der Matbefis legen, beweifet unter: andern das 
Peifpiel der Engländer, bei welchen fie. das vorzuͤg⸗ 
lid are Lehrbuch der Geometrie find, durch deſſen Studium 
ſich fo viele ausgezeichnete Mathematiker gebildet haben. 
Es waͤre daher ſehr zu wuͤnſchen, daß auch den Deutſchen 


a. 


van 


groͤßare Lisbe:zu dieſem hochberuͤhmten Merle | be& Alters 


Mumd veingsflößt wuͤrde. Moͤgte dieſe neue Ausgabe 
Einiges hierzu beitragen! 


Wed: nun die Art des. Bortrags betrifft, fo. 


war,eine Hauptforge des. Herausgebers Darauf gerichtet, 
den Geiſt der geometrifhen Slemente Auf recht 
faplihe, angenehme, auch den Anfänge feßlende Weiſe 
darzuſtellen. 

Daher wurde eine ſolche Form der Darſtellung 


gewaͤhlt, welche zwiſchen der, ſehr ſchaͤtzbaren, ganz 


woͤrtlichen Ueberſetzung von Hauff und, der ſehr abge⸗ 
kinzten, allgemein geachteten Ausgabe von Lorena. ein 
ſchickliches Mittel haͤlt. 


Zur, Erläuterung. dieſes beeiſach verfihiebenen Bor, 


trags diene: Die, Darftellung. des 1. Satzes im LE. Bude 
der Elemente nah Hauff, Lorenz und: nah. gegens 
wärtiger. ‚Ausgabe, Die Figur fehe. man Taf. IL 
Si io. BE EEE . 


. 
i % 


Reh Baufe 


. | 4 & a . 
Aufgabe. Auf einer gegebenen Segränzten 


geraden Linie ein. gleichſe itiges Dreyer zu 


beſchreiben. 
Es ſey AB eine. gegebene Begrämte gerade Einie, 


und man full auf derſelben ein gleichſeitiges Dreyeck 


beſchreiben. 


N 


Ss 


-.. Muflöfeng. Man befreite aus dem Mittel 
puntr A, mit der Weite AB, (3. Ford.) einen Kreis 
BCD, und aus dem Mitteleunkte B mit der Weite BA 
einen, Kreis ACH, alddann ziehe mar von dem Punfts 
.C, in weldhem die beiden Kreiſe einander fihmriden, 
nach den Punkten. A und B die Linien CA, CB. 

Beweis. Weil der Punkt A des Kreiſes CDB 

Mittelpunkt ift, fo iſt die Linie AC (15. Erfl.) der 
Zinie AB gleih. Ferner, weil der Punkt B des Kreifes 
CAE Mittelpunft ift, fo ift die Linie BC der BA 
gleich. EB-iftrabgr, gezeigt worden, daß auch die Linie 
AB‘) der AB gleich ſey; folglich find die beyden (A, 
CB der dritten AB gleih. Dinge aber, Die einem 
dritten gleich find, find einander felbft gleich; folglich 
ji.guch die. Linie- CA. der; GB. gleich, und mithin find 
die drei Ligien AC; AB, BG einander gleich. Dem 
nach iſt (24, Erkl.) das Dreyeck ABC gleichfeitig, auch 
iſt es auf ner gegebenen begraͤnzten geraden Linie AB 
beſchrieben, was zu verrichten war. 


Be nad goreng. 


Der 1. Saß. 


Auf einer gegebenen begrenzten geraden 
Linie, AB, einen gleichfeitigen- Triangel zu 
beſchreiben. 


2) Muß heißen AC, vace nicht unter den Druckfehlern 
bemerkt iſt. 


» ’ 
u \ 


Aus dem Punkte Abeſchreibe (3. Poſt.) mit AB. 


den Cirkel BED, und aus dem Punkte B mit BA ver 
Eirfel ACE. Bom Punkte C, in welchem ſich beide 


Cirkel ſchneiden, ziehe (1. Poſt.) nach A, B, die 


geraden Linien CA, CB. 
Da (15. Of.) AC—AB, und BC — BA, fo 


iſt (1. Ar) AC= BC. Deranadi ft AG=AB= 


BC, folglich (24. Def. )- der auf 4 AB befchriebene 
A h CAB gleichfeiti. z 
m. Nach gegenwärtige Ausgabe 


Der 1. Sa 
Aufgabe. 


Auf eine gegebene begrenzte gerade Linie | 


ein gleichfeitiges: Dreied zu beſchreiben. 

Es fei (ig. 1.) AB die gegebene begrenzte gerade 
Linie, auf welcher das leichſeitige: Dröicd errichet 
werden ſoll. 

Aufloͤſung. 

Man beſchreibe aus dem Puncte A mit AB den 
Kreis BCD, aus dem Puncte B mit BA den Kreis 
ACE (3. $ord.) , ziehe vom Durchfehnittäpuncte C 
nach A die gerade Linie CA und. nad B die gerade 
CB (1. Ford.) 

Beweis, | 

Hier if AC — AB, und - ‘ 

! BÜ = BA (15. Erkl.) folglich auch 
AC=B6 (ı. Gr.) daher iR 





AC =:AB = BC und felglih (24. Erfi.) das 
auf AB beichriebene Dreieck ein gleichfeitiges. 

Daß Diele Darftellungsweife den Anfängern des 
geometriſchen Studiums vorzuͤglich zuſagend iſt, weil 
ſie Faßlichkeit mit Gruͤndlichkeit verbindet, hat den 
Herausgeber ein ſehr viehjaͤhriger Vortrag der Geometrie 
an einer höhern Unterrichts: Anftalt gelehrt. Sehr zwech 
mäßig ift ed, menn bei dem Ausdrude jedes Satzes, 
er fei Lehrfag oder, Aufgabe, die Hypotheſis von 
der Theſis unterfchieden und fowohl jene als Diefe 
Durch Flare Worte auägefprochen wird. Auflerdem, daß 
der Anfänger hierdurch eine deutlichere Einſicht in dem 
Sinn diefer Saͤtze erhält, iſt dieſes auch fehr erleich⸗ 
ternd zur Umkehrung der Theoreme, was den 
Ungeuͤbten nicht ſelten Schwierigkeiten macht. | 

Was nun die, diefer Ausgabe beigefügten Anmers 
fangen betrifft, fo hat ſich der Herausgeber bemüht, 
Dasjenige in diefelben aufzunehmen, was, nad viel 
jährigen Erfahrungen im öffentlihen Vortrage Der Geo⸗ 
metrie, durch Berichtigung, Erläuterung oder Erweiterung 
der Euclidiſchen Lehren, zweckmaͤßig zum gründlichen Unters 
richte der Anfänger gefhienen hat. Keine Erklärung, 
fein Poftulat und Ariom, fo wie fein Sab ber 
geometrifchen Bücher ift ohne eine folhe Anmerkung 
. geblieben, welche nicht felten aus mehreren, und bisweilen 
aus vielen einzelnen Abfchnitten befteht. 

Bei den Erflärungen ift vor Allem der wichtige 
Unterfchied zwifhen Sachs und Wort⸗Erklaͤrungen 
berüdfichtigt worden. Jene enthalten Behauptungen, 


Zu 


| weiche ermwiefen werden muͤſſen, wenn fie wiffenfchafts 
Sihen Werth baben follen. Der Beariff, welhen fie 


darſtellen, muß aͤcht geometriſch d. h. vollkommen uͤber⸗ 
zeugend conſtruirt oder in der Anſchauung dargeſtellt 


werden. So lange dieſes nicht geſchehen iſt, bleibt ein 
gegruͤndeter Zweifel uͤber die Realitaͤt des Gegenſtandes, 
welcher erklaͤrt werden ſol. Wenn Euclides in der 
30. Erklaͤr. des I. Buches ſagt: «Unter den vierfeitigen 
Figuren heißt jene ein Quadrat, welche. gleichfeitig 
und rechtwinfelig iſt, » fo bleibt diefed fo lange eine 


bloße Worterflärung d. h. eine. bloße Angabe des Begriffs, 


weldhen man mit dem Worte Dunadrat:verbindet, bie 
die wiſſenſchaftliche Entſtehung defjelben gelehrt wird. 
Ehe dieſes gefchieht, darf man mit Recht an der Wirks 
licheit diefer Figur zweifeln. Daher müflen alle Wort 
Erklärungen, durch überzeugende Gründe, in Sach⸗ 
Erklärungen verwandelt werden, Euclides hat diefen 
Unterfehied zwar nicht ausdruͤcklich bemerkt, und feine 
Erflärungen jedesmal an die Spibe jedes Buchs geftellt; 
doch beweiſet er im Laufe der Säße die wiffenfchaftliche 
Entſtehung jener Oöjecte, deren Conitruction nicht für 
ſich felbft ſchon einleuchtend iſt. 

Es hat dem Herausgeber zweckmaͤßig geſchienen, 
bei den meiſten Erklaͤrungen des Euclides hierauf 


aufmerkſam zu machen, weil dieſes zur gruͤndlichen und 
faßlichen Einſicht in den wiſſenſchaftlichen Zuſammen⸗ 


hang ſeiner Lehren ſehr foͤrderlich iſt. | 
Auf Ahnlihe Art find die F orderungen und 
 Grundfäge erkäutert worden. . Beſonders üft das 


za 


berüchtigte 11. Axiom hier ſchon nicht ohne die noͤthigen | 


Bemerkungen geblieben, weldye dann fpäter (u I, 29: &.) 
weiter "ausgeführt werben mußten. Der Serausgeber 
bat auch jegt noch die Weberzeugung, daß bie befries 
digende Darſtellung der Parallelen» Theorie nur durch 
Beihilfe ſolcher Säße, welche auf einer evidenten, nicht 
mehr ferner. zu demönftrirenden. und darum den Grund 
ihrer Wahrheit in fich felbft tragenden Anfchauung gegeben 
werben kann. Jeder der zahlreichen Verſuche, diefe Lehre 
ganz frei von einem ſolchen auſchaulichen Elemente zu 
begründen, ift mißlungen, wie ber Herausgeber felbft 


“an vielen derfelben oͤffentlich nachgewieſen hat und für 


alle befannte Darftellungen nachzuweiſen bereit ſteht. 
In den Anmerkungen zu den Lehrfägen und Auf 
gaben bat der Herausgeber vor Allem dasjenige - beis 
gebracht, was ihm zur größern Klarheit, oder Schärfe, 
oder VBollfkändigkeit des Euclidiſchen Vortrags 
nöthig ſchien. Auch iſt derfelbe theild. durch Angabe 
neuer Beweife, oder neuer Auflöfungen, oder- durch 
lehrreiche Folgerungen aus bewiefenen Voderfäßen er we i⸗ 
tert worden. Alles dieſes hier im Einzelnen aufzuzaͤhlen, 
würde zu weit führen. Daher werden die Liebhaber der 
Geometrie auf diefe Anmerkungen felbft verweifen, in 
welhen auch die Sachkundigen nicht eine bloße Compis 
Iation des Vorhandenen, ſondern nicht felten eigens 
thuͤmliche Darftellungen und Darſtellungsweiſen erbliden 
werden.: Beiden Erweiterungen ift die oben (©. V.) 
bemerkte griechifche und Iateinifche treffliche Ausgabe von 
Camerer bie und da benugt und überhaupt für Diefe 


— 
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Bergrößerung des Textes ‚ein gewifles Maß beobachtet 
worden, damit ſie nicht mehr enthalte, als zu einem 


brauchbaren Lehrbuche der Geometrie gehoͤrt. 
Saͤmmiliche Anmerkungen find am Schluſſe des 
Euclidiſchen Textes, für jedes der ſieben geometrij 
ſchen Buͤcher insbeſondere, beigefuͤgt worden, um jenen 
Text durch ihre Verbindung mit demſelben nicht allzu 
fehr zu trennen, mas oͤfters die bequeme Ueberſcht 
deſſelben erſchwert haͤtte. 

Da das fuͤnfte Buch nicht in gegenwärtige Aue— 
gabe aufgenommen worden iſt, ſo muß vor dem Anfange 
des ſechſten Buchs dasjenige geleſen werden, was in 
den Anmerkungen, als Vorerinnerung dazu «liche 
CLX ) .gefagt worden ift. 

Mögte dieſes Werk, gleichmie es laus Siehe zur 
Wiſſenſchaft entfprungen tft, auch Hiebevoll aufgenommen 


und zur Verbreitung eines gruͤndlichen Wiſſens ifris 


benuͤtzt werden! J an 
Aſqaffenburg, im October 4828. 2 


30 Sof Ign. ‚Seltmann 





—Einleit ung.“ 


EEE .. 1L- 

Eucliden te Geometer wird biaweilen mit Enelides 
dem Philoſophen für eine Perfan gehalten; jeboch. mit 
Unrecht. Diefer, zu Megara geboren, war einer ber erften 
Schuler ded Socrates und ber Stifter einer philofophifchen 
Secte, welche fich mehr durch fcharffinnige Sophiftif al in - 
wahrhaft gruͤndlichen Forſchungen ausgezeichnet hatte... Schon 
beshalb,kanı der Mathematiker Cuclides, and befien Schrif⸗ 
ten bie hoͤchſte Klarheit und Gruͤndlichkeit hervorleuchtet, nicht 
mit jenem einerlei ſeyn. Auſſerdem begab. ſich Plato, wie 
Diogenes Rosstius berichtet, vach dem Tode ded 
Socrates, in einem Alter von dreißig Jahren, ;mit, xinigen 
feiner Mitſchuͤler zu dem Philoſophen Euclides. Da nu 
Socrates Tod auf 393 vor Ehr. Geb. faͤlltz ‚Euclides 
ber: Geometer aber, nach Protlus, ein Zeitgenoſſe des 
Altern Pto lerreus geweſen iſt, fo debte derſelbe faſt um ein 
Jahrhundert ſpaͤter und kann fomit. durchaus nicht: mit dem 
Enclides yon: Megara verwechſeit werden. 
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IE 
Obwohl Euclides der Geometer, nach arabifchen Ges 
fchichtfchreibern, ein Sohn ded Naucrates gewefen und in 


Tyrus geboren feyn fol, fo find dieſe Quellen nicht Acht, und 


ed ift vielmehr fehr wahrfcheinlih, daß er Griechenland und 
fpäterhin Alerandrien bewohnt hatte. Seine Studien foll er 
zu Athen unter den Schülern des Plato gemacht und feinen 
Aufenthalt zu Alerandrien, wegen bes Wohlwollens bes Altern 
Ptolemeus, gewählt haben. Pappus fchildert ihn als 
einen fanften umd befcheibeneg Mann, welcher allen Förderern 
der mathematifchen Xehre vorzüglich gewogen war. Diefe 
Vorzuͤge hatte er vor Apollonius, welcher, nach des 
Pappus Zengniß, eitel und geneigt war, die Verdienſte 
Anderer zu ſchmaͤlern. Daß Euclides kein Hoͤfling geweſen 
iſt, beweiſet die Antwort, welche er dem Koͤnige Ptolemeus 
auf die Frage gab: Ob es keinen bequemern Weg zum Studium 
ver? Geometrie gebe: als den gewoͤhnlichen umndbem set: erwidd 


derte Est gibt. ſelbſ für weoaget keinen ſoichen. :.1 
> ıı. NT. ft IE. uk J 
Br tt estin Din BI HT 

a “ . ih" or Yyiyal 132231.) 


€ ed isch verdankt vorkäglich- feiner! ErAH FH din jehten 


Ruhm, der? feinem‘ Nahten” die Auneblichreie Mehr; &. 
felite in biefem claſſiſchen Werke dis wichtigfteh' Wahrheiten 


der: Geometrie und Arithmetik in ſyſtematiſcher Dronmug zu⸗ 
främen.- Obwohl er niiht Selbſterfinder voh Allenꝰ i, fo 
magdoch wahl der groͤßere Theil vas: Nefultat'fehtek eignen 
Studien und der ausgezeichneten Kraft feines: Geiſtes ſeyn. 
Die Anorbnung des Ganzen liefert: ben ſprecheüdſten Beweis 
von dein wiſſenſchaftlichen Sinn des Euchides; indem faſt 
jeder Sup als Folge des kurz vorhergehenorn, \dber" td 
Grund eines bald folgenden erſcheint. Wegen dieſer Vortrefſ 
lichteit der Darſtellung nennt Hauff Cin feiner Ausgäbe des 


\ 
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Euclides. Marburg, 1807. ©. IV. d. Borr.) dieſe Ele 


. mente das Buch der Bücher, welches feit mehr als zweis 





taufend Sahren dad Lehrbuch für die Welt gewefen iſt. 
Bezieht man diefen Ausdrud auf die in den Elementen herr, 
fhende Epidenz und wiffenfchaftliche Form, nach weldyer fie 
allen übrigen Wiffenfchaften zum vorleuchtenden Mufter dienen 
(ohne einer derfelben etwas von ihrem eigenthämlichen Werthe 
entziehen zu wollen), fo muß man ihm vollfommen beipflichten. 


IV. 


Obwohl aͤltere und neuere Mathematiker die Elemente 
in Ruͤckſicht der Anordnung ihrer Säge u. dgl. im Ganzen 
verbefiern wollten, fo ift ihnen dieſes nicht zur Zufriedenheit 
der Keriner gelungen. Was der gründliche Käftner vormals 


- (Anfangsgründe der Arithm. u. f. f. Goͤtting. 1800. ©. 453) 


gefagt hatte: «Ueber die unzähligen geometrifchen Lehrbücher 
fann ic; nur fagen, daß, von dem eignen Werthe der Geos 
metrie: Deutlichkeit und Gewißheit, jedes deſto weniger 
befigt,, je weiter e8 fi von Euclids Elementen entfernt, » 
gilt auch noch. heut zu Tage und kann leicht im Einzelnen 
nachgewiefen werden. Wie einer der größten Denfer, der 
for in allen wiffenfchaftlichen Fächern als Genie glänzende 
Leibnig hierüber geurtheilt hatte, berichtet ung der fcharfs 
finnige Wolf (Elem. Mathes. univ. T. V. pag. 56) indem 
er fagt: «Praeter nos alii etiam Mathematici agnoverunt, 
reformatores Elementorum Euclidis non fuisse in ausu 
suo satis felices; sed Euclidis Elementis palmam adhuc 
merito tribuerdam esse. Memini hanc fuisse Leibnitio 
sententiam, cum me inviseret, dum Elementis Geoınetriae 
concinnandis operam darem ipsique referrem, me mul- 
tiplici modo tentasse, ut eo ordine Elementa Geometriae 
digererem, quo usus est Bernhardus Lamy , sed nunguaın 


” 
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hoc fieri potuisse, nisi quaedam assumerem absque demon- 


stratione, quae essent demonstranda, vel in demonstrando. 


ac definiendo admitterem_confuse “tantummodo percepta. » 


V. 


Unter den aͤltern Schriftſtellern iſt Peter Ramus als 
Gegner der Elemente aufgetreten, deren Anwendung er miß⸗ 
billigt hatte, Er gab eine, Schrift (Scholae Mathematicae. 
Francof. ad Moenum. '1599. 4.) heraus, .in deren dritter 
Abtheilung folche critifche Bemerkungen über die fünfzehn 
Bücher ded Euclides enthalten find. Auch hat Ramus 
felbft ein, nach feiner Anficht: vollfommmeres mathematiſches 
Werk (Arithmeticae  libri duo, Geometriae septem et 
. viginti, a Lazaro Schonero recogniti et aucti. Francof. 
ad Moenum, 1599. 4.) herausgegeben; welches jedoch, nach 
Wolf's Zeugniß (Elem. Mathes. univ. Tom. V. pag 34 


et 35. Halae 1741) den Euclidifchen Elementen, fowohl. 
an fyfiematifcher Verbindung der Säge, als an Strenge der 


Beweiſe nachfteht. 

Andere tadelten an ben Elementen” des Euclides. das 
von ihm öfters benugte Princip der Congruenz der Figuren, 
3. B. zweier Dreiede, welde zwei Seiten, nebft dem von 
ihnen eingefchloßnen Winfel gemein haben, weldes fich auf 
dad fogenannte Aufeinanderfallen ihrer homologen Seiten und 
Winkel gründet, und nannten dieſes eine mechaniſch e 
Beweisart, welche ſich nicht mit der ſtreng wiſſenſchaftlichen 
Methode vertruͤge. — Nun iſt zwar unlaͤugbar, daß man 
nicht von einem Aufeinanderfallen, ſondern von dem Inein⸗ 
anderfallen zweier Ebenen, zweier geraden Linien oder zweier 
Winkel ſprechen ſoll, indem Ebenen, Winkel und Linien keine 
Dicke haben, und ſomit auch nicht aufeinander fallen koͤnnen. 
Betrachtet man aber die Eongruenz auf gehoͤrige Weiſe, ſo 
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fällt jeder Einwurf gegen ihre Evidenz weg; man überzeugt 
fi), daß z. B. zwei Dreiede, welche fo in einanderliegen, 
daß fie nur ein einziges bilden, ale vollfommen identifch 
d. h. nur ale ein einziges erfcheinen. Gerade diefe wiffen» 
fhaftliheanfhauliche Darſtellung ift der eigenthuͤmliche 
Character der geometrifchen Grundichren und hierdurch der 
Grund ihrer Evidenz. Daher haben ſolche Beweisarten, 
weit entfernt unmiffenfchaftlich zu. feyn, noch vor andern den 
Vorzug eines höhern Maßes von Klarheit. 


U VI. 


Wer die Elemente des Euclides als ein vortreffliches, 
im Ganzen bis zum heutigen Tage unuͤbertroffnes Werk 
verehrt, will damit nicht behaupten, daß ed auch im Eins 
zelnen durchaus frei von Gebrechen fei. Seine wärmften 
Vertheibiger haben dieſes nicht geläugnet. Euclides war 


ale Menſch, gleich allen andern, dem Sprichworte: Fehlen - 


iſt menfchlich, unterworfen. Allein es muß feinem fo fehr 
reichhaltigen Werfe zu ‚größter Ehre gereihen, daß man, 
durch eine, über zweitaufend Jahre fortgefegte Critif, daffelbe 
jegt wie vormals als claffifch erfennt und nur in Bezug auf 
einzelne Säge gegründete Bemerfungen zu machen vermogte. 
So gehen alfo biefe Elemente, durch forgfältig wiffenfchafts 
liche Prüfung, immer mehr ihrer höhern Bolltommenheit ents 
gegen. Gerade darin befteht auch der Zwed der hier Folgenden 
neuen Ausgabe der geometrifchen Bücher diefer Elemente, daß 
in Anmerfungen zu jedem Sage dasjenige beigebracht wird, 
was theild Andere verbeffert haben, oder was der Herauds 


geber durch acht und zwanzigjährige öffentliche Vorträge und 


eigned Nachdenfen als förderlich zum ‚gründlichen Studium 
der Elementars Geometrie gefunden hat. = 


u% 
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. VIE: 

Euclib es hat feine Elemente in dreizehn Büchern 
vorgetragen, deren Inhalt fib Cnah Lorenz in feiner 
Ueberfegung derfelben. Halle, 4781) auf folgende Art am 
Bequemften überfehen läßt. Dad Ganze befieht aus vier 
Abtheilungen. Die erfte handelt von den ebenen Figuren 
im erften big fechften Buche; die zweite von den Zahlen im | 
fiebenten bis neunten Buche, die Dritte von commenfurabeln 
und incommenfurabeln Größen im zehnten Buche und die 
vierte von den Körpern im eilften, zwölften und dreizehnten 
Buche. " 

Die nähere Ueberſicht ift folgende: 

1. Abtheilung. Bon ebenen Figuren, in Bezug auf 


ihre Gleichheit und Aehnlichkeit.. 


1. Buch. Bon Dreieden und Parallelogrammen. 
4. Bon Dreieden. Sag A bis 26. . 
9, Bon den Parallelinien und Parallelogrammen. Sat 
97 bid 36. . 
3. Bon der Bergleichung ber Dreiecke mit den Parallelos 
grammen. Satz 37 bis 48. | 
II. Bud. Bon Rechtecken und Quadraten, welche durch 
Abſchnitte gerader Linien entſtehen, wenn dieſe auf beſtimmte 
Art getheilt oder verlängert werden. Sag A bis 14. 
IIR. Buch. Vom Kreiſe. 
4. Bon geraden Linien in und an dem Kreiſe. S. 1 bis 19. 
9. Bon Winfeln in und an dem Kreiſe. Satz 20 bie 36. 
IV. Bud. Bon der Gonfiruction ber ebenen Siguren in 
einander und um einander. 
41. Vom Dreiede und Kreiſe. Sat 1 bis 5. 
2. Bom Quadrate und Kreife. Sag 6 bie 9. 
3. Bom regelmäßigen Bielede und Kreife. ©. 10 bie 16. 
V. Buch. Bon den Verhältniffen und Proportionen ftetiger 
Größen Überhaupt. 
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41. Bon gleichwielfachen Größen. Sag 1 bis 6. 

2. Bon Proportionalgrößen. Gag 7 bis 15. 

3. Bon den Veränderungen ber Proportionen. Satz 16 
bie 25. | Ä 
VI Bud. Bon den Proportionen Retiger Größen im 
Befondern. 

41. Bon den Proportionen bei Dreieden und Parallelo⸗ | 
grammen. Gag 1 bis 17. 

2. Bon der Aehnlichfeit der Figuren. Sat 18 bie 33. 

U. Ubtheilung. Bon den Zahlen, worin alle Säge 
von Zahlen: bewiefen werben, welche im V. Buche von fletigen 
Größen bewiefen worden find. 

VIE Bud. - Bon den unftetigen Proportionen der Zahlen. ' 

- Bon gleichvielfachen Zahlen. Sag 1 bie 10. 

2. Bon unftetigen. Proportionalzahlen. Sag 11 bis 41. 

VIII. Bud. Bon der fletigen Proportion der Zahlen. 

4. Bon fletigen Proportionalzahlen. Sag 4 bie 43. 
2. Bon ähntichen Flächens und Körperzahlen. Sag 14 


IX. Bud. Bon einigen befondern Arten der Zahlen. 

1. Bon Quadrats und Gubifzahlen. Sag 1 bis 10. 

2. Bon den Primzahlen. Sag 11 bie 20. | 

3. Don geraden und ungeraden Zahlen. Sag 21 bie 34. 

4. Bon den volltändigen Zahlen. Sag 35 bid 36. 

II. Abtheilung Don der Eonimenfurabilität der 
Größen. 

X. Bud. 1. Bon commenfurabeln und incommenfurabeln 
Größen. Sap.ı bis 19. | 

2. Bon rationalen und medialen Größen. S. 20 bie 36, 

3. Bon Srrationalgrößen aus dem Zufammenfegen. Sap 
37 bie 73, | 

4. Bon Srrationalgrößen durch Wegnahme. Gab 74 
bis 111, 
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5. Von der Vergleichung aller vorhergehenden Irrational⸗ 


groͤßen. Sag 112 bis 117. 
IV. Abtheilung. Von den geometriſchen Körpern. 
XI. Buch. 1. Bon der Lage der Ebenen. Sag ı bis 19. 
2. Bon den Körperwinfeln. Sag 20 bis 23. 
3. Bon den Parallelopipeden. Sag 24 bie 40. _ 
XII. Bud. 4. Bon den Pyramiden und Prismen. Gab 
1 biß 9, nn 
2. Bon den Kegeln und Eylindern- Sat 10 bis 45, 
3. Bon der Kugel. Sag 16 bie 18. 
X. Bud. A. Bon den, nad fietiger Proportion 
getheilten Linien. Satz 1 bis 6. 
2. Bon regelmäßigen Figuren. Sag 7 bis 12. 
3. Bon den fünf regelmäßigen Körpern. Satz 13 bid 18. 


VIII. 


Auſſer dieſen dreizehn Buͤchern gibt man bisweilen noch 
ein vierzehntes und fuͤnfzehntes, als zu Euclids Elementen 
gehörig, an. Indeſſen find. fie Fein nöthiger Beftandtheil 


derfelben und man ift überzeugt, daß ihr Verfaffer nıcht | 


Euclides, fondern der Geometer Hypficles von Alerans 
drien war, ber im zweiten Sahrhundert nach Chr. Geb. gelebt 
hatte. Da jedes bdiefer Bücher nur aus fieben Sägen 
befteht, fo fönnen beide ald ein Anhang zu den Elementen 
betrachtet werden, der aber nicht nothmwendig zu ihrem Inhalte 
gehört. Daher find auch diefe zwei Bücher in vielen Ausgaben 
der Elemente nicht mit aufgenommen worden, 


RX. 


Auffer ben Elementen hat Euclides noch Mehreres 
geſchrieben. Sein wichtigſtes Werk beſtand aus drei 
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Büchern mit ber NAuffchrift: Porismata oder Poriſsmen, 
weiches aber verloren gegangen ifl.. Pappus, welder 
berichtet,,. e8 habe fehr fehmierige Aufgaben aus der Analyfis 
der Alten aufgelöfet , indem er fagte: collectio artiliciosissima 
multarum rerum quae spectant ad analysin diffhiciliorum 
et generaliorum problematum, quorum ingentem copiam 
praebet natura, etc., hat ſich bemüht, einiges Licht über 
Daffelbe zu verbreiten; jedoch ohne befriedigende Refultate, 
Dem im der Geometrie der Alten hocherfahrnen Robert 
Simfon war es vorbehalten, ſich um dieſe Porismen bes 
Euclides vorzügliches Verdienft zu erwerben. 

Sein Werk heißt: ARoberti Simson , Matheseos nuper 
in Acad. Glasguensi Professoris opera quaedam reliqua, 
scilicet I. Apollonii Pergaei de sectione determinata Libfi 
II. restituti, duobus insuper libris aucti; II. Porismatam 
liber, quo doctrinam hanc veterum Geoömetrarum ab 
oblivione vindicare et ad captum hodiernorum adumbrare 
constitutum est; 11I. De Logarithmis liber; 1V. De limiti- 
bus quantitatum et rationum, fragmentum; V. Appendit, 
pauca continens problemata, ad illustrandam praecipue 
veterum Geometrarum analysin. Nunc primum post Auc- 
toris mortem in lucem edita, impensis quidem Phil. 
Comitis Stanhope, cura vero Jac. Clow, in ead. Acad. 
Prof. cui Auctor omnia sua manuscripta testamento lega- 
verat... Glasguae, 1776, 4to. 

Der Begriff vom Porisma wird zum Theil verfchieden 
angegeben. Simfon fagt: Porisma est propositio, in qua 
proponitur demönstrare rem alıquam , vel plures datas 
esse, cui vel quibus, ut et cuilibet ex rebus innumeris, 
non quidem datis, sed quae ad ea quae data sunt, eandem 
habent-rationem, convenire ostendendum est affectionem 
quandam communem in propositione descriptam. Daß diefe 


Erklärung nicht beſonders faßlich fei, bedarf feiner Erinnerung. 
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- Klügel (Mathem. Wörterbuch, Art. Porisma) fagt: 
—*8 iſt ein Satz, in welchem andgefagt wird, daß 
einem oder mehreren gegebenen Cunveränderlichen ) Dingen, 
fo wie auch unzählig vielen Dingen, bie zwar nicht gegeben 
werden, aber zu den gegebenen Dingen eine beftimmte Relation 
haben, eine gewiffe gemeinfchaftliche Beſchaffenheit zukomme. » 
Oder: « Porisma ift eine Aufgabe, worin gefodert wird, 
etwas Beſtimmtes, das mit einem Unbeſtimmten nach gewiſſem 
Geſetze verknuͤpft ſei, zu finden. » | 

Ein Beifpiel- aus Robert Simfon (wozu man fih 
leicht die Zeichnung entwerfen wird ) fei folgendes. — Wenn 
ein Kreis der Lage und Größe nad und eine gerade Linie 
auffer ihm der Lage nach gegeben iſt, fo wird ein Punct 
gegeben feyn, der die Eigenfchaft hat, daß, wenn irgend eine 
gerade, durch ihn gezogene Linie fowohl jenen Kreis als jene 
gerade Linie fchneidet, das aus ihren Segmenten gebildete 
Rechteck immer von beftimmter unveränderlicher Größe iſt. — 
Der verlangte Punct ift jener, in weſchem ein von dem. 
Mittelpuncte des Kreifed auf die gegebene gerade Linie gezognes 
Loth die Peripherie diefes Kreiſes durchfchneidet, wovon der 
Beweis durd) die entſtehenden aͤhnlichen Dreiecke leicht gefunden 
wird. 


| X. 

‚ Kerner war Euclibes Berfaffer einer Schrift, welche 
den Titel führt: Die Data des Euclides. Auch der 
Begriff diefer Data tft verfchieden angegeben worden. Klügel 
(Mathem. Woͤrterb. Th. I. ©. 706) fagt folgendes: « Mittelft 
diefer Säge fucht man bei der Aufldfung einer Aufgabe, was 
aus ben gegebenen Dingen folgt, was aus diefem wieder 
hergeleitet wird u. ſ. w. bis daß man findet, daß das, was 
in der Aufgabe zu leiſten verlangt wird, gegeben ſei. Oder 


* 
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man geht von dem Gefuchten als gegeben and, und fucht, wie 
man durch Größen und Berhältniffe, deren eines durch das 
andere gegeben wird, auf etwas Gegebened fomme, um von 
diefem wieder auf dad Gefuchte zurücdzugehen. 

Beifpiele. 1) Wenn zwei oder mehrere Größen zw 
einander gegebene Berhäftniffe haben, und wenn fie zu andern 
Größen gegebene, wenn auch nicht einerlei Berhältniffe haben, 
fo werden diefe andern Größen auch gegebene Verhältniffe zu 
einander haben. 2) Wenn in einem Dreiede ein Winfel gegeben 
it, fo hat das Rechteck von den ihn einfchließenden Seiten zu 
dem Dreiede ein gegebened Verhältniß. » 

Diefe Data find, mit den übrigen Schriften des Enclis 
des, von Daſypodius zu Straßburg i. 3. 4571 zuerft 
griechiſch und Iateinifch herausgegeben worden. Später, i. J. 
1625, erfchien eine befondere Ausgabe mit Tateinifcher Ueber⸗ 
fegung und mit Anmerkungen von Slaudiud Hardy, welde 
Gregory feiner griedifchen Ausgabe bed Euclides, Drford, 
1703 beigefügt hat. Durch Robert Simfon ift fpäter eine 
englifche Ueberſetzung geliefert worden, mit Berbeflerungen 
and Abänderungen des Tertes. Diefe Ausgabe ift dann i. I. 
1780 von Joh. Ehrifl. Schwab unter dem Titel: Euclides _ 
Data, verbeffert und vermehrt von Robert Simfon, aus 
bem Englifchen überfegt und mit einer Sammlung geometrifcher, 
nach der analgtifchen Methode der Alten aufgeldßter Probleme 
begleitet worden. Im Sahre 1825 erfchien: Euclides Data, 
nadı dem Griedhifchen mit Robert Simfons. Zufägen her⸗ 
ausgegeben von Sul. Fried. Wurm. Berlin, 8 Mit a 
Steintafeln, welche Schrift als wohlfeile Handausgabe zu 
empfehlen if. — Ueberhaupt werden diefe Data als ein ſchaͤtz⸗ 
bares Ueberbleibfel der Geometrie der Alten anerkannt, 
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XI. ⸗ 

Auſſerdem iſt Euclides noch als Verfaſſer folgender 
Schriften bekannt. 

41) Bier Bücher über die Kegelfchnitte, von wel« 
chen Pappus fagt, daß fie dieſe Lehre fehr erweitert hatten 
und einen großen Theil der vier erften Bücher des Apollo⸗ 
nius uͤber dieſen Gegenſtand bildeten ; 

2) Zwei Bücher über die geometrifchen Orte auf 
Dberflähen, wovon man nur weiß, daß fie die Linien 
von doppelter Krimmmung zum Gegenftande hatten; 

3) Noch führt Proclus eine Schrift des Euclides 
unter dem Titel: De Divisionibus an, ohne den Gegenftand 
ihres Inhaltes näher zu bezeichnen. Vielleicht war es eine 
Abhandlung Über die Theilung der Figuren zum theoretifchen 
oder practifchen Gebrauche. 

4) Sn einer Schrift De Phaenomenis hat Euclides 
geometrifche Bemweife über die Erfcheinungen ded Auf s und 
Untergangs der Geftirne gegeben. Sowohl diefe, ald auch fein 
Werk über die Mufif, unter dem Titel: Isagoge seu Intro- 
ductio musica, in zwei Buͤchern, worin er vorzüglich bie 
Muſik der Alten behandelt, iſt ung überliefert worden. 

5) Endlich fehreibt man dem Euclides noch zwei 
Bücher über die Optik zu, vom welchen ed aber ımgewiß 
ift, ob fie ihn wirklich zum Berfaffer haben, obwohl Proclus 
und Theon bezeugen, daß er über dieſen Gegenftand gefchrieben 
habe: Eben fo wenig ift es wahrfcheinlich, daß Euclides 
Urheber der Schrift; De Levi et Ponderoso fei, 


XI 
Es gibt wenige Werke, welche fo viele Ausgaben erlebten, 
in fo vielerlei Spracen überlegt wurden und auf fo vielerlei 


Art bearbeitet worden find, als die Elemente des Euclides. 


\ 
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Die Wichtigkeit des Stoffs und die Vortrefflichkeit ſeiner 
Darſtellung rechtfertigen dieſes. Eine ausfuͤhrliche Anzeige 
davon, würde ein eignes Werk bilden, Daher ſoll bier nur 
Einiges beigebracht werben. | 

Theon von Alerandrien fehrieb zuerft einen Commentar 
über die dreizehn Bücher der Elemente und erlaubte fich 
mancherlei Aenderungen im Texte. 

Proclus commentirte mit großer Ausführlichteit über 
das erfte Buch der Elemente. 

“Unter den Drientalen verdient Naſſ ir⸗Eddin ‚en 
berühmter perfifher Geometer, welcher um das Jahr 1250 
lebte, genannt zu werben, deſſen fchägbarer Gommentar i. 3: 
1594 in einer ſchoͤnen arabifchen Ausgabe erfchienen ift. Auch 
haben die Hebräer Mofes Aben-Tibon, Sfaac bens 
Honain u, 9. .Ueberfegungen geliefert, weldye fich in einigen 
Bibliothefen vorfinden. 

Auf ähnliche Art erfchienen im Laufe der Zeit Ausgaben 
und Bearbeitungen der Elemente in der lateinifchen, deutfchen‘, 
franzoͤſiſchen, italienifchen, fpanifchen, englifchen, holländifchen, 
fehwedifchen, dänifchen Eprache, und ed wird, auffer der 
h. Schrift, nicht leicht ein Buch geben, welches weiter auf der 
Erde verbreitet worden ift, als diefe Elemente 

Eine fehr vollfommne Ausgabe -ded Grundterted iſt bie 
von David Gregory unter dem Titel: Euclidis quae 
supersunt omnia, ex recensione Dav. Gregorii. Oxon. 
1705. Fol., welche aud eine lateinifche Ueberfegung enthält. 

Die erfte gedruckte lateinifche Ausgabe ift die von dem 


berühmten Bucdruder Erhard Ratdold zu Augsburg, 


welche i. 3. 1482 zu Venedig in Fol. erfchienen iſt. Käftner 
hat von ihr in einem Schreiben an den Gardinal QQuirini, 
Leipzig 1750, nähere Nachricht gegeben. Sie ift nad Cams 


- x Ppani’s Meberfezung aus dem Arabifchen bearbeitet. . 
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Unter allen Herausgebern und Commentatoren der Ele⸗ 
mente, hat ſich der ſcharfſinnige Jeſuit Clavius vorzuͤglich 
berühmt gemacht. Seine Schrift heißt: Euclidis Elementorum 
libri XV. Accessit liber XVI. de solidorum regularıum 
cujuslibet intra quodlibet comparatione. Omnes perspicuis 
demonstrationibus, accuratisque scholiis illustrati, nunc 
quartd editi, ac multorum rerum accessione post primam 
‚editionem locupletati. Anctore Christophoro Clavio, Bam- 
bergensi &.societate Jesu. ' Francofurti, ex officina Typo- 
graphica Nicolai Hoffmanni. Sumptibus Jonae Rhodii. 
MDCVIl. 8. Der erfte Band der vor uns liegenden Ausgabe 
enthält 671 Seiten Tert und Sommentar, dann 128 Seiten 
theils Vorerinnerungen ; meift aber bie ausführliche Darftelung 
aller einzelnen Säge in den Elementen, was allerdings 
eine bequeme Ueberſicht gewährt. Uebrigens findet man in 
‚ biefem Bande die VI. erften Bücher, “Der zweite Band gibt 
fodann die folgenden IX. Bücher nebft einem XVI. Buche De 
solidorum regularium cujuslibet intra quodlibet compara- 
tione, in 680 Seiten. — Die frühere dritte Ausgabe iſt i. J. 
1591 zu Coͤlln in Fol. erſchienen. Der Commentar des Ela⸗ 
vius zeichnet ſich durch Gruͤndlichkeit und Ausführlichkeit 
(welche jedoch bisweilen etwas zu weit zu gehen fcheint) vor 
Andern fehr rühmlich aus. Die erfte Ausgabe erfchien zu 
Rom i. 3. 4574 in zwei Octavbaͤnden. | 

Pierre Herigone hat in feinem Cursus Mathematicus 
nova, brevi et clara methodo demonsiratus per notas 
reales et universales, citra usum cujuscunque idiornatis 
intellectu faciles. Paris. 1654 die XIV. Bücher der Elemente 
Iateinifch und franzöfifch, mit vielen Abkürzungen und Zeichen 
herausgegeben, und war, nad Käftner’s Meinung, der 
erfte, welcher ſich dieſes Mittels beviente, um eine Reihenfolge 
von Schlüffen bequemer ald durch Worte darzuftellen. 
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Bon Barrow iſt befannt: Euclidis Elementorum Libri 
XV, breviter demonstrati opera Js. Barrow. Cantahr , 
1675 , wovon i. J. 1676 zu Osnabruͤck ein Nachdruck erſchienen 
it. Durch den Gebrauch arithmetifcher Zeichen ift die Schrift, 
gegen frühere Ausgaben, fehr compendide geworden. 


Zum Beften der erften Anfänger hatte min fchon laͤngſt 


befondere Ausgaben ber erfien ſechs Bücher veranftaltet; z. B. 
Euclidis Elementorum Libri 6 ..... a Mauritio Steinmetz, 
Lips. 1577, worin bie Säge griechiſch und lateiniſch, jedoch 
nur die erften drei Bücher mit Beweifen vorfommen. Deds 
gleichen: Jac. Peletarii in Euclidis Elementa Geometrica 


Demonstrationum Librirex. 1610. apud Joann. Tornaesium, - 


Ato, welche die Säge griedjifch und Iateinifch und ihre Beweiſe 
enthalten. 


" XIII. 


Von ſpaͤtern Ausgaben bemerken wir folgende: 


Euchid's Elemente, fünfzehn Bücher, aus dem Griechi⸗ 


ſchen überfegt von Joh. Fried. Lorenz. Halle, 1781, 8. 
mit eingedructen Helzfchnitten. Ein fehr brauchbares Wert 
und befonders wegen Kürze und bequemer Leberficht der Dar⸗ 
ftelung zu-empfehlen. Es erfchienen mehrere Ausgaben, deren 


nneuefte die von Earl Brandan Mollweide if. Halle, _ 


48234. 8. XXXIL und 444 Geiten. 

Euclid’8 Elemente; das erfte big zum ſechſten, fammt. 
dem eilften und zwölften Buche. Aufs neue aus’ dem Gricchis 
fohen überfegt.von Joh. Earl Fried. Hauff. Zweite very 
befferte, mit einer neuen Parallelentheorie vermehrte Auflage, 
Marburg, 1807. LIll und 369 ©. 8. . Mit vielen eingedrndten 


Holzichnitten. Berdient ald wohlgelungene wörtliche Lieber, 


egung des Urtextes vorzuͤgliche Erwaͤhnung. 


— 
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Les Elemens de Geometrie d’Euclide,; traduits litté- 
xalement, et suivis d’un Traite du Cercle, du Cylindre, 
du. Cöne. et de la Sphere; de la mesure des Surfäces et 
des Solides, avec des notes. Par F. Peyrard, Bibliothecaire 
de l’Ecole Polytechnique. A Paris. 1804. XV. et 573 p. 8. 
mit acht Kupfertafeln. Diefe fehr empfehlungswerthe Schrift 
enthaͤlt das I. IT. I. IV. VI. XL und XII. Buch der Elemente 
in einer wohlgelungenen, klaren, wörtlichen Ueberfegung des 
GSrundterted. Die Supplemente find ganz nach der 
Methode des Euclides abgefaßt und die Noten enthalten 
zweckmaͤßige Bemerfungen zum Zerte. Auch verdient der Drud 

vorzäglichen Beifall. ’ 
| Die ſechs erften Bücher, nebſt dem eilften nnd mwoͤlften 
der Elemente des Euclides. Mit Verbeſſerung der Fehler, 
wodurch Theon und Andere dieſe Buͤcher entſtellt haben, und 
den Elementen der ebenen und ſyhaͤriſchen Trigonometrie. Von 
Robert Simſon, M.D, ehemals Profeſſor der Mathematik 
zu Glasgow. Aus dem Engliſchen uͤberſetzu von Math. 
Reder.... Herausgegeben von J. H. Joſ. Nieſert, Paſtor 
zu Welen u. f. f. Paderborn, b. Joſ. Weſener. 1806. XVI. 
u. 620 ©. gr. 8. Mit vielen eingedruckten Holzſchnitten und 


5 Steintafeln. Dieſes, durch fehr gutes Papier und guten. 
Drud ausgezeichnete Werk fcheint nicht die verdiente Aufnahme 


‚gefunden zu haben, obwohl die critifchen Anmerfungen und 
Zufäge (©. 641 bid 748) von Wichtigfeit find. 

Eine, durch Gorrectheit des griechifchen Textes und der zur 
Seite fiehenden lateinifchen Ueberfegung, durch eine Menge fehr 
Iehrreicher Anmerfungen, durch eigens beigefügte Ab hands 
Lungen über folgende Säge: I, 29; 1,47; 1, 47, 48; Il, 12, 
13; II, 16; V, Erfl. 5 u.7; VI, Erfl. 5, und durdy guten 
Drud und guted Papier ganz vorzügliche Ausgabe ift folgende: 
Euclidis Elementorum Libri sex priores, graece et latine, 
commentario e scriptis veterum ao recentiorum’ mathema- 


je 
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ticorum et Pfleidereri maxime illustrati. Edidit Jo. Guilel- 
mus Camerer, Gymnasii Stuttgardiani Rector. Berolini , | 
1824. Tom. L Complectens Libr. .— Il. XXX. et 482. 
pag. 8ro cum 10 tabulis. Tom. II. Complectens Libr. 
IV— VI. cum 6 tabulis. Berolini ı825. 379 pag. 

Bon frühern guten Ausgaben verdienen noch folgende 
bemerft zu werden, 

-a) Die lateinifhe von Bärmann. Leipiig, 1743. 8. 

b) Die lateiniſche von Tacquet. Rom, 1745. 8. 

c) Die Iateinifhe von Robert Simfon. Glasgow, 
17866. . 

d) Die franzoͤſiſche von König. à la Haye, 1758. 4. 

Wer umſtaͤndlichere Nachricht von den verſchiedenen Aus⸗ 
gaben der Elemente verlangt, findet ſie in folgenden Schriften: 

Scheibel's Einleitung zur mathematif ſchen Buͤcher⸗ 
kenntniß J. Stuͤck. 

EFabricius Bihlioth. Graec. Lib, IIL cap. 14. 

Matthias Bose Schediasma litterarium, quo contenta 
Elem. Eucl. enunciat, simul de variis editionibus post 
Fabricium disserit. Lips. 1737. | 

Abrah. Gotth. Käftner’s Geſchichte der Mathematik 
I. Band, ©. 218 u. f. 

J. F. Montucla (de Vinstitut nationale de France) 
Histoire des Mathematiques, dans laqüelle on rend compte 
de leurs progres depuis leur origine jusqu’ä nos jours; 
ou l’on expose le tableau et le developpeinent des prin- 
cipales decouvertes dans toutes les parties des Mathe- 
matiques, les contestations qui se sont &levees entre le 
Mathematiciens, et les principaux traits de la vie de plus 
celebres. Nouvelle edition, considerablement augmentee et 
prolongee jusque vers l’Epoque actuelle. A Paris. An VII. 
Tome I, VIII et 739 p. 4to. Mit zwölf Kupfertaf. Tome II. 
717 p. mit 14 Kupfertaf. Ein fehr reichbalüiges, vortreffliches 
Werk. 


XIXII _ ⸗ 
Joſeph Wolfg. Mäller Auserleſene i 
J mathemati 
Bibliothek u. ſ. w. Nuͤrnberg, 1820. 8. XXII nm. 266 © ſhe 
D ei fen Repertorium der mathematifchen Literatur, in alpha⸗ 
betifcher Ordnung. 444 ©. Iſt fehr zu empfehlen. 
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Dieſes Buch handelt: 

1. Bon den Dreiecken. Satz 1— 26. 

2._ Bon den Parallellinien und ben ſich hierauf gruͤndenden 
Eigenfchaften der Dreiecke und Parallelogramme, Sag 27—40, 


3. Bon ber Vergleichung der Dreiede mit den Parallelos 
grammen. Sat A1—48, 
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Erflärungen des erfien Buchs. 


Fin Punct iſt dasjenige, was feine Theile bat. 
Die Linie ift eine Länge ohne Breite. 
Die Grenzen der Linie find Puncte. 


bb» 


4. Eine gerade Linie ift jene, welche zwifchen ven i in ' 


ihr befindlichen Puncten einerlei Tage bat. _ 

5. Eine Flaͤche iſt baejmige, was nur Länge und Breite 
bat. 

6. Die Grenzen der Kläde find Linien. 

7. Eine ebene Fläche Coder Ebene) ift jene, welche 


zwifchen ben in ihr befindlichen geraden Linien gleihfirmig 


liegt. 
8.. Ein ebener Wintel iſt die Neigung zweier Linien 


gegen einander, die ſich in einer Ebene berühren , ohne eine | 


gerade Linie zu bilden. 
129, Sind die Linien, welche den Winkel bilden, gerabe 
Linien, fo heißt der Winfel ein geradliniger. 
10. Gteht eine gerade Linie fo.anf einer andern, daß fie 
mit ihr gleiche Nebenwinfel bildet, fo heißt fie ſenkrecht 
oder lothrecht, oder perpendiculär) auf der andern, 
und jeder ber beiden gleichen Winfel heißt ein rechter 
Winkel. - . 

11. Ein fumpfer Winkel beißt jener, der größer ift, 
als ein rechter. 

12. Ein fpiger Winkel aber ein ſolcher, der kleiner 
als ein rechter iſt. 


13. Die Grenze heißt betjenie was das aAeußerſe 


|. eines. Dinges in. 
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14. Eine' Figur if dasjenige; was von einer oder 
mehreren Grenzen umſchloſſen iſt. 

15. Der Kreis iſt eine ebene Figur, welche v von einer 
einzigen krummen Linie, dem Umkreiſe oder der Peris 
pherie, fo eingefchloffen ift, daß alle gerade Linien, welche 
aus einem innerhalb derfelben befindlichen Puncte an Die 
Grenze gezogen werden, einander gleich. ſind. - 

16. Diefer Punct heißt Mittelpunct bed Kreifes, 

417. Der Durchmeſfer des Kreifes ift jede gerade Linie, 
welche durch feinen. Mittelpunct an beide Seiten der Peri⸗ 
pherie geht, und auch den Kreis. halbirt... | 

18. Der Halb kreis, ift. eine .von ‚dem. Durchmeſſer und | 

von dem durch biefen, ahöeſchnittenen Lreisbogen anſchloſſene 
Figur. 

49. Der Abſchnitt des Kreifes, Coder das Segment) 
ift jenes Stuͤck deffelben, welches von einer geraben Linie and 
einem Kreisbogen umſchloſſen ift... —8 

20. Geradlinige Figuren. 1.5 jene, weiße von 
geraden. einien umſchloſſen ſiud. 

24. Dreiſeitige Figuren Coder Dreiede) jene, 
welche von,breis. ...... 

‚22, Bierfeitige, ‚Figuren. Coder Bierede), jene, 
welche von vier; 

28. Vielſeitige. Figuren Coder Vieled ey jene, 
welche von mehr, glg vier geraden Finien umſchloſſen ſind.9 

. 294. Unter. den dreiſeitigen Figuren heißt: jene, ein gleiche 
feitiggs, Dreied, melche drei gleiche Seiten hat. .. - 

25., Ein sleihfhenfeliges Dreieck, beißtt me, 
welches nur zwei gleiche, Seiten hat. _., 

26. Ein ungleichfeitiges Dreied " Bepjeige 
welches drei ungleiche Seiten. hat, - 

97. Ferner heißt unter den Dreiecken jenes ein recht⸗ 
winkeliges, welches einen rechten Winkel hat; 

28. Jenes ein ſtumpfwinkeliges, welches einen 
ſtumpfen, und 
29. Jenes ein (piswinfeliges Dreies, welches drei 

ſpitze Winkel hat. 


wg ern 
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: 1,30% Unter ben ;vierfeitigen Figuren heißt jene ein Due 
drat ‚ welche gleichfeitig und rechtwinkelig iſt. 
31. Ein längliches Biered oder Rechteck heißt. jene, 
welche zwar rechtwinkelig, aber- nicht gleichfeitig iſt. 

32.. Ein Rhombus oder eine Raute jene, welche gleich- 
ſeitig, aber nicht rechtwinkelig iſt. 

33. Eine Rhomboide jene, worin bie entgegenfichenben 
Seiten und Winfel eipander gleich find, ohne, gleichſeitig oder 
rechminten zu ſeyn. 

- Alle. übrige vierſeitige Figuren werben. Trap eze 
genen 

35. Parallele Linien find jene gerade Linien in einer 
lei Ebene, welche, fo weit fie audy nach beiden Seiten vers 
längert werden, doch an keiner Seite zufammentreffen.. 

Forderungen. - > - 

1. Bon jebem Hunde nach jedem andern eine gerade Linie 
3u ziehen, | 

2. Eine begrengie, gerabe einie —8 in gerader Bictung 
zu verlängern. 
ch Aus iebem Dance wit jedem Abſtande einen Kreis zu 
beſchreihes. ei 

:Grun N fäße - . 

4 Dinge, welche einem dritten gleich find, PR auch 
einander felbft gleich. 

2. Denn man Gleiches zu Sleichen binzuſebt ſo ſind auch 
die Ganzen gleich. 

3. Wenn Gleiches von Gleichen ieggenomnen wird, fo 
find die, Reſte gleich. 

4. Wenn man Gleiches bem Ungleichen. beifügt, ſo find 


‚Die Ganzen ungleich. 


5. Wenn man Gleiches vom Ungleichen wegnimmt, ſo 
ſind auch die Reſte ungleich. 
6. Wenn zwei Dinge einander gleich ſind, ſo ſind auch ihre 
Doppelten einander gleich. 
7. Wenn zwei Dinge einander gleich find, fo find auch ihre 
Hälften einander gleich. 


a 
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Der 4. Sa, 


| Lehrſatz. 

Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen, 
einzeln.genommen, zweien Seiten bes andern gleich 
find, und der von ihnen eingefchloffene Winkel 
beiderfeisäiugleich ift, fo ift auch die dritte Seite 
des einencder dritten Seite des andern. gleich, und 
ed find die ganzen: Dreiede, fo, wie. auch jene 
Winkel, welche gleiden Seiten gegenüberliegen, 
einander gleich. 

Es fei in den Dreieden (Fig. 4.) ABC und DEF die Seite 
AB=DE, dann AC=DF und. XBAC=3CEDF, fo ift aud) 
xXB=xE, LC=xXF, und BC=EF, auch AABC= 
A DEF, 

Beweis. 

Man lege das Dreied ABC fo über das Dreicd DEF, daß 
A auf D, und AB auf DE fällt, fo muß auch, da AB=DE 
ift, B auf E fallen. Danın x BBC=&XEDF, fo fällt AC 
auf DF und da AC=DF, auch C auf F. Nun fällt. nachdem 


Vorigen auch B auf E, folglihd BC auf EF. Denn. fisle BC- 


über oder unter EF, fo würden bie geraden. Linien BG und EF 
einen Raum einfchließen, was (12. Gr.) unmöglich ifl. Daher 


iſt BE EF, AABC= ADEF, ABC; DEF, und 


xAcB= X. DFE (8. Gr.) 


Der). Sap. 


Lehrſatz. 

In jedem gleichſchenkeligen Dreiecke ſind die 
Winkel an der. Grundlinie, und, wenn bie gleichen 
Schenkel verlängert werden, auch bie Winkel unter 
der Örundlinie einander gleich. . 

Es fei (Fig. 5.) BAC ein gleichfchenfeliged Dreief, worin 
AB=AC ift, und fowohl AB nach D, ald AC nad) E vers 
längert wird, fo ift XABC= 3 ACB, und auch XCBD 


= X BCE. \ 


u \ 


u. 


— — — ——— — — — — ee —-- 


9 
v4 

Es fei A (Fig. 2.) der gegebene Punet, BC die gegebene 
gerade Linie, und man fol an A eine gerade Linie legen, 
welche der BC gleich ift. 

Auflöfung. 

Man ziehe (1. Ford.) von A nach B die gerabe:? Linie AB, 
beſchreibe über dieſelbe (1. Sag) das gleichfeitige Dreied DAB, 
und verlängerte die Linien DA und DR nach E und Fi €3. Korb.) 
Dann befchreibe man aus B mit BC (3. Korbr)nden Kreis 
CGH, und ans D mit] DG den Kreis GKL. 74° 

 Beweid 
Hier iſt DL=DG (15. Erkl.) und 
DA=DB (24. Exil.) folglich wirb 
AL=BG (3. Gr.) Run ift aber 
BC=BG (15. Erfl.) folglich auch 
AL=BC (1. Gr.) 


Der 3. Sautz. 


Aufgabe. 

Wennzwei ungleiche gerade Linien gegeben find, 
fo foll von der größern ein Städ abgefchnitten 
werden, weldes ber Eleinern gleich if. 

Es feien (Fig. 3.3 AB und C die gegebenen ungleichen 
Rinien AB die groͤßere, C die Kleinere, und man fol von AB 
einen Theil wegnehmen, welcher fo groß als C iſt. 

AYufldfung. 

Man lege an A die AD=C (2. S.) und beſchreibe aus 

A mit AD ben Kreis DEF, 
Beweis, 

Da AD=C und auch (15. Erfi.). ' 

: AD--AE,. ſo muß auty C1.:Gr.) die von AB weg« 
genommene Linie AE ber gegebenen Linie C gleich feyn. 


n 
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| Lehrſa tz. 

Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen, 
einzeln.genommen, zweien Seiten des andern gleich 
find, und der von ihnen eingefchloffene Winkel 
beiderfeisäsugleich iſt, ſo ift auch die dritte Geite 
des einander dritten Seite des andern. gleich, und 
es find die ganzen Dreiede, fo. wie auch. jene 
Winkel, welche gleichen. Seiten gegenüberliegen, 
einander gleid. . 

Es fei in den Dreieden (Fig. 4.) ABC und DEF die Seite 
AB=DE, dann AC=DF und xXBAC=3EDF, fo ift auch 
—— XCXE, und BC=ER, ah AABC= 
A DER: 

Beweis. 

Man lege das Dreieck ABC ſo uͤber das Dreieck DEF, daß 
A auf D, und AB auf DE faͤllt, ſo muß auch, da AB=DE 
iſt, B auf E fallen. Danın X BAC=&XEDF, fo fällt AC 
auf DF und da AC—=DF, auch C auf F, Nun fällt. nachdem 


“ Borigen auch B auf E, folglich BC auf EF. Denn file BC- 


über oder unter EF, fo mürden die geraden: Linien. BG und EF 
einen Raum einfchließen, was (12. Gr.) unmöglich ift. Daher 


iſt BESEF, AABC= ADEF; ABC H>.3/DEF,;, und 


X ACB= x DFE (8, Gr.) 


Der) Sap. 


Lehrfag. 

Sn jedem gleichſchenkeligen Dreiede find die 
Winfel au der Örundlinie, und, wenn die gleichen 
Schenfel verlängert werden, aud bie Winkel unter 
der Grundlinie einander gleich. . 

Es fei (Fig. 5.) BAC ein gleichfchenfeliges Dreied‘, worin 
AB=AC ift, und fowohl AB nach D, als AC nah E vers 
längert wird, fo it CABC=3CACB, und auch XCBD 


= 3X BCE. 


“, 


u. 


” 
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Beweis. 
Man nehme auf BD den willkuͤhrlichen Punct F, mache auf 
AE bie AG=AF (3. ©.) und ziehe FC und GB. 
Da hier AF=AG, ferner 
AC AB und auch | 
ZA=XA, fo iſt (4. S.) 
 FC=GB, ferner 
. XACF=3ABG und. . . 
KAFC=IGAGB.- Run ift aber | Ä 
-AF.==AG, dans ‘ 
AB=AC , und daher 
, BF=CG (3.6r.) Folglich iſt in den: Dreieden 
FBC, GCB, BF=CG und FC GB, fowie auch | 
‚XCAFC—=3CAGB. "Daher 
XBCFX CBG, und nn. 
2. XFBCSXGCB (4 8): 
. Da nun ZABG=ZLACF ld 
XEBG =xXBCF, ſo ift auch 
ZABG=&XACB (3, Gr.) 


Der 6. ©a 6. 


eehirfar. 


Wenn in einem Dreiede Iyei Winkel einander 
gleich find., fd find auch die Seiten, welche diefen 


Winkeln gegenüber Ijegen, einander gleich, 


Es fei ABC (Fig. 6.) das gegebene Dreied, worin 
ZABCHZCACH, fo iR auch AC=AB. 
.. Beweiß N 
Wären die Seiten AB und AC ungleich, fo waßte eine 
größer als die andere feyn. Wäre. nun AB >AC, fo nehme 
man DB=@AC (3. ©.) und ziehe DC. 
Nun wäre in ben Dreieifen ABC und DBC 
. BD=CA, ferner 
BC=BC und au - \ 
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DBC=3ACB. Kolglidy müßte 
ADBC=AABC feyn (4. ©.), 
welches aber unmoͤglich ift (9. Gr.) 


Der 7. Sab. 


Lehrfatz. 

Wenn auf einer geraden Linie in ihren End« 
pyuncten zwei gerade Linien fo aufgeftellt find, 
Das fie in einem Puncte zufautmentreffen, und 
wenn zwei andere gerade Linien, welche, einzeln 
genommen, den erfien gleich find, in eben diefen 
Endpuncten aufgeftellt werden, fo koͤnnen fie in 
feinem andern Puncte an eben diefer Seite zus 
fammentreffen. 

Es feien (Fig. 7.) aus den Endpuncten der geraden Linie 
AB die geraden Linien AC und BC, und dann auch die gera⸗ 
den Linien AD und DB, wovon AC=AD und BC=BD ift, 
nach der nämlichen Seite hin aufgeftellt, fo koͤnnen die beiden 
lesteren nicht in einem andern Puncte als der Punct C ift, 
und 3. 8. in D zufammentreffen.. x _ 

Beweis. 
Wenn man die Linie CD zieht, fo iſt wegen 
' - AC=AD nun aud 

AMDCSDCA (5. ©, ), Folglich: 

: ZCADC>XDCB, daher mm fo mehr- BE 

| xUDB>3CDCB. Nun ift aber en 
"zn, 6B DB, folglich auch | 

ICDB=XDCB ( 5 S. ), welches dem Vori⸗ 

gen, daß XCDB XVCB iſt, widerſpricht. 


Der 8. Sat. 


Lehrſatz. 
Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen, 
einzelfn genommen, zweien Seiten des andern gleich 


f 
j 
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ſind, und es iſt noch die dritte Seite des erſten der 
dritten Seite des andern gleich, ſo iſt auch in bei⸗ 
den jener Winkel, welcher von den gleichen Seiten 
gebildet wird, gleich groß. 

Es fei in den Dreieden (Fig. 8.) ABC und DEF, AB. 
—DE und AC=DF, auch fei BE=EF, fo ift auch 3<BAC 
= EDF. 

Beweis. 

WMan btinge bad A ABC fo über das ADEF, daß B auf E 
und BC längs EF fällt. Da nun BC=EF, fo fällt au Cin F. 
Run ift aber auch BA = ED und 

CA=FD; daher muß A in D fallen 
(7. ©.) und folglich auch BA in ED und CA in FD, und es 
it XBAC=3EDF (8. Gr.) 


Der 9 Soap. 
Aufgabe. 


Einen gegebenen geradlinigen Winkel in wei 
gleiche Theile zu theilen, 

Es fei (Fig. 9.) BAC der gegebene Winfel, und es ſon 
derſelbe halbirt werden. 

Aufloͤſung. 

Man nehme in AB den willkuͤhrlichen Punct D, und mache 
AE=AD (3, ©), ziehe DE, und beſchreibe auf derſelben 
das gleichfeitige ADFE (1. S.) Wird nun AF gezogen, 
fo iſt BAC durch AF halbirt. 

Beweis. 
Da hier DA=EA, auch 
DF=EF und endlid 
‚, AF=AF ift, fo muß auch 
: XDAF=3EAF ſeyn. (8. ©.) 


» Der 10. Sa tz. 


Aufgabe. 


Eine gegebene begrenzte gerade Linie zu hal⸗ 
biren. 
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Es fei AB (Fig. 10.) die gegebene gerade Linie, und man 
fol diefe halbiren. 


MA... 


Auf Idfung. \ 

Man befchreibe auf AB das gleichfeitige Dreieck ACB 
(1. ©.), halbire ZCACB durch CD (9. ©.), fo wird bie 
Linie AB in.D halbirt feyn. 

Beweis. 
Weil hir AC—=CB, auch 
CD=CD und endlich 
XACDX BCD iſt, fo muß auch 
AD=BD feyn. (4.6) 


Der 11. Sa. 
Aufgabe. 


Aus einem, in einer gegebenen geraden Linie 
gegebenen Puncte eine ſenkrechte Linie auf fie zu | 
erridten. 

Es fei (Fig. 11.) AB bie gegebene Linie umd C der in 
ihr gegebene Punct, fo fol aus ihm ein Loth auf AB erriche 
tet werden. 

Auf er ung. 

Man nehme in AC den willführlichen Punct D, made: in 
CB die CE=CD (3. S.), befchreibe auf DE das gleichfeitige 
ADFE (1. ©.) und ziehe die FC, fo fteht dieſe ſentrecht auf AB. 

Beweiß, 
Da bier CD CE, ferner 
CF=CF und endlich auch 
DF=EF ift, fo muß aud) 
XDCF=XECK (8. ©.) und folglich auch die 
CF fenfrecht auf AB feyn. (10. Erkl.) \ 


Der 1. S a tz. >» 


- Aufgabe, 


Bon einem aufferhalb einer gegebenen unbe 
grenzten geraden Linie gegebenen Puncte ein Loth 
auf ſie zu ziehen. 
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Es fei AB (Fig. 12.) die gegebene gerabe Linie, C ber 
Punct auffer ihr, und man fol von C auf AB eine fenfrechte 
Linie giehen. 
Aufloͤſung. 

Man nehme auf der andern Seite von AB einen beliebigen 
Punct D, befchreibe aus C mit der Weite CD den Kreis EFG, 
'halbire GE in H (10. ©), und ziehe die Linie CH, fp ift 
dieſe ſenkrecht auf AB. 

u Beweis. 

Wenn man die Lihien CG und CE zieht, fo ift 

GH=EH, ferner 
"CH = CH und endlich \ 
GC=EC (15. Erf.) Folglich 
IGHC=ZEHC. (8. ©.) Daher benn bie CH 
feufredit anf AB. (10. Erfi.) 


D er 13. © a ß. 


Lehrſa tz. 

Wenn eine gerade Linie ſo auf einer andern 
aufgeſtellt iſt, daß fie mit ihr zwei Winkel bildet, 
fo find diefe Winkel entweder, einzeln genommen, 
zwei Rechte, oder fie find sufammengenommen 
_ zweien Rechten gleich. J 

Es ſei auf der geraden CD (Fig. 18.) die gerade BA fo 
aufgeftelt, daß fie mit ihr die Winfel DBA und ABC bildet, 
fo ift entweder jeder diefer Winfel ein Rechter, oder fie bes 
tragen zuſammen zwei rechte Winkel (oder 2R). 

Beweis. | 

Wenn der Winfel DBA dem Winkel ABC gleich ift, ſo find 
fie zwei Rechte C 10. Erkl.) Sind fie aber ungleich, fo errichte 
man die BE aus B auf DC loihredht (11. ©.), fo ift ſowohl 
DBE, als EBC ein rechter Winkel, (10. Erkl.) 

Nun ift CBEEXMXCBA XABE und 

EBDS XEBD, folglich 
EBF ——— +3cABE +3 EBD. (3. Gr.) 
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Weil nun ABD=3CDBE +37EBA, fo ift 
XABD+XCBA=&XDBE+ZCEBA+ZABC. Daher auch 
XABD+XCBA=&XCBE+XEBD=aR. (1. Gr.) 


Der 1. Saß. 


Lehrfag. 


I Menn mit einer geraden Linie in einem Puncte 
Dexfelben zwei andere, nidht nah der nämliden 
Seite liegende gerade Linien zwei neben einander 
liegende Winkel bilden, welche zweien Redten 
gleich find, fo liegen diefe beiden geraden Linien 
in einer einzigen geraden. 

Penn (Fig. 14.) mit der geraden Linie AB die zwei ges 
raben Linien BC und BD die neben einander liegenden Winkel 
ABC und ABD bilden, und Diefe zufammengenommen zwei 
rechte Winfel betragen, fo muß BD und BC in einer r geraden 
Linie CBD liegen. 

s 
Bemeisß. 

Wäre CBD feine gerade Linie, fo fei es irgenb eine andere 
3. 8. CBE. Hier wäre nım (13. ©.) 

XABOC XABEM2R. Allein es ift auch 
ZABC+3ZABD=2R nad) der Annahme; alfo 
ABC +XABE=3& ABC +3<ABD (1, Gr.), allein 

3 ABC==3&. ABC, folglidy wäre 
Far ABD (3, ©r.), welches aber unmöglich 
ft, 9.) 


Der 15. ©Safß. 


Lehrfag 
Wenn ſich zwei gerade Linien durchſchneiden, fo 
bilden fie gleihe Scheitelwinfel. 
Wenn ſich (Fig. 15.) die Linien AB und CD im Puncte E 
fehneiden, fo it X AED—=3CEB, und xXAEC—=ZDEB. 
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Beweis. 
Da hier XCEAXAEDR, und 
x AED+3XDEB=2R (13. ©.), fo iſt auch 
XCEA+XCAED=XAED + 3CDEB (1,6r.) 
Nun ift aber XAED—ZCAED, folglich auch 
X CEA=SXDEB. (3. Gr.) 
Ganz auf aͤhnliche: Art wird bewieſen, daß CEBX AED 


iſt. 


u Zuſa tz. 


—2—— 


Hieraus geht hervor, daß alle Winkel, welche rings um 
den gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct mehrerer geraden 
Linien liegen, zuſammengenommen 4R betragen, 


Der 16, Sa 


Lehrſatz. 


Wenn man die Seite eines Dreieds verlängert, 
fo ift der. Auffenwinfel größer, ale jeder feiner 
innern Gegenwinkel. 

Menn ABC (Fig. 16.) das gegebene Dreied und BCD 
Die verlängerte Seite BD ift, fo muß der Auffenwinfel ACD 

“größer, als jeder feiner zwei Gegenwinfel CBA und BAC _ 
feyn. - 
Beweis. 

Man halbire AC in E (10. S.) ziehe BE unb verlängere 
fie, bis EF=EB ifl. Auch ziehe man FC. 

Da nun hier BE=EF, ferner U 
AE=EC und auch \ 
‘ XAEB=XCEF, (15. ©.) fo if auch 


x BAE=3XFCE (4.6) 


Kun ift aber XACD>XECF (9. Gr.) Daher auch 
XACDXBAC. 

Auf ähnliche Art kann auch BC halbirt und bewieſen wer⸗ 
den, daß der Winkel BCG, das heißt der Winkel ACD, 
(15. ©.) größer als ber Winte CBA ift. 

, | 2 


[2 
. 
Br, 
* \ 
2 
22 
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Der 17. Sak. 


Lehrfag. 
In jedem Dreiede find jede zwei Winfel zus 
fammengenommen Fleiner, als zwei Rechte. | 
| Es ſei ABC (Fig. 17.) ein gegebenes Dreieck, fo find jede 
‚ zwei Winkel befjelben zufammen Eleiner, als zwei Rechte. 
Beweis, 

Wenn man bie Seite BC nady D verlängert, fo ift 
ZACD>X ABC (16. ©.) oder 
ZABC<ZACD. Da nun . 
ZACB=XACB, fo ift auch 
ZABC+ zACB< XACD 4 XACB (A. Gr.) 

Allein C ACD XACB 2R (13. ©.), daher auch 
ZABC+ZACB<oaR. 
Auf ganz ähnliche, Art wird Die Behaupfung auch von 
XBAC + x ACB und von 
3 CAB + x ABC bewiefen. 


Der 1% Sa tz. 


Lehrſatz. 

In jedem Drpiede ſteht der größern Seite auch 
der groͤßere Winkel gegenuͤber. 

Es ſei in dem Dreiecke ACB (Fig. 18.) die Seite AC> 
AB, fo iſt auch der Winkel ABC größer als der Winfel ACB. 
Beweis. 

"Da AC>AB, fo nehme man AD=AB (3. ©.) und ziehe 
BD, wodurch CADBXABD iſt. (5. ©.) Nun ift aber . 
auch ADB > ACB (16. ©.), daher 

ZABDSACH. Mein 
XABC ABD, folglich um fo mehr 
ZCABC>ZACH. 
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Der 19. Saß. 


tehrfag. 
In jedem Dreiede flieht dem größern Winter 
aud die größere Seite gegenüber. 
Es fer in dem Dreiede ABC (Fig. 19:3 der Winkel 
ABC >3-BCA, fo ift auch die Seite AC> AB. 


Beweis. 
Wäre die Seite AC nicht größer als AB, fo müßte entweber 
AC=AB oder i 


AC<AB feyn, Im erſten Falle wäre auch ZABC 
=XACB (5. S.) Und im zweiten Falle müßte x ABC< 
XACB feyn (18. S.), welches beides der Annahme, daß 
XABC XAGCB iſt, widerſpricht. 


—X 


Der 20. Sa. 


Lehrſa tz. 
In jedem Dreiecke ſind je zwei Seiten zuſammen⸗ 
genommen größer, als die dritte, 

Es fei ( Fig: 20.) ABC das gegebene Dreieck ‚fo find je 
zwei Seiten deffelben zufammengenommen größer, alg die dritte, 
Beweis. 

Wenn man bie Seite BA über A verlängert, AD Ac 
macht und DC zieht, fo iſt wegen 
AD=AC nun auch | 
XACDSXADC (5. ©.) folglich 
3 BCD>3 ADC ımd daher auch 
BD BC (19. ©) Es ift aber 
BD=BA+AC, daher auch 
BA+AC>EC. 
Auf ähnliche Art wird bewiefen, dag AB-+BC>AC unb 
daß BC+CA>AB iſt. 





[4 
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Der 1 Sapß. 
Lehrſa tz. 


Wenn zwei von den Endpuncten einer Dreiecks⸗ 
feite ausgehende gerade Linien ſich innerhalb bes 


Dreiecks durchſchneiden, fo find fie zufammenges 
nommen Fleiner, als die beiden übrigen Geiten 
des Dreiecks; bilden aber einen größern Winfel, 
als dieſe. 

Es feien aus den Puncten B und C (Fig. 21.) der. Dreis 
ecksſeite BC die Linien BD und CD gezogen, welche innerhalb 
bes Dreiecks ABC ſich in D fchneiden, fo (EBD+DC<BA, 
+ AC und XBDC XBAC. 

Bemweiß 


Wenn man die Linie BD bie E verlängert, fo ift im Dreis 


ecke ABE 
BA+ AE>EB (20. ©.) Dar nun 
EC=EC, fo muß auch 
"BA F-ACSBEH+EC ſeyn. 

Ferner ift im Dreiede CDE_ . 
CE'FED>CD (20. ©.) Und ba 
DB=DB, fo it auh 
CE+EB>CD+DB, folglid um fo mehr 
BA+AC>CD+DB. 

Weil nun ZLBDC>BEC (16. ©.) und - 


XBEC>XBAC (16. ©.) fo ift um fo mehr - 


x BDC >xXBAC. 


Der 22. Sa. 
Aufgabe 


‚Aus drei geraden Linien, welde dreien geges 
benen einzeln genommen gleich, und wovon je zwei 
zufammen größer als bie britte find, ein Dreied 


zu bilden. 


Da aber FD=-Amd GH=C ‚fo muß auch 


Aa _ 


Es fein (Fig. 22.) A, B und C die drei gegebenen 
Einien, und ed fi A+B>C, ferner A+C>Bund B+ 
cC>A. Man foll mit diefen drei Seiten ein Dreied bilden. 

Yufl $ fung. 
"Man ziehe eine gerade Linie DE von unbeftimmter Länge, 


nehme DF=A, FG=B und GH=C. Nun befchreibe man 


aus F mit FD den Kreis DKL und aus G mit GH den Kreis - 
HLK, ziehe fodann die geraden Linien KF und KG, fo iſt 
KGF das verlangte Dreied, 

Beweis. 

Hier iſt naͤmlich FD=FK, und GH=GK (15. Erll. 
FRA und 
KG=C ſeyn. (1. Er.) 

Nun ift auch FG=B. Daher find die drei Seiten des Drei⸗ 


ecks KGF ben gegebenen Linien A, Bund C, einzeln ge⸗ 


nommen gleich. | 
Der 93. Saartz. 
Aufgabe 
An einer gegebenen geraden Linie und einem in 


ihr gegebenen Puncte einen geradlinigen Winkel 
zu bilden, welcher einem gegebenen gleich ift. 


Es fei AB (Fig. 23.) die gegebene ‘gerade Linie, A der . 


in ihr gegebene Punct und DCE der gegebene Winkel, 
Man fol aus A eine Linie AF ziehen, welche mit AB ben 


Winkel DCE bildet. 


Auflöfung. 


- Man nehme fowohl auf CE als auf CD einen willfübrs 


lichen Punct D und E, und ziehe DE. Nun bilde man ein 
Dreieck AFG, worin AF=CD, AG=CE und FG=DE if 
(22. ©), fo wird au XZFAG=3XDCE feyn. 
Beweis. 
Da in den beiden Dreieden ECD und Gar bie Seite 
CE=AG, ferner 
ED=AF und endlich 


% 
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ED=GFif, fomuß auch 
ZECD=3GAF feyn (8. S.) 


ver 24. Saab 


Lehr fa tz. 

Wenn in zwei Dreiecken die zwei Seiten des 
einen, einzeln genommen, den zwei Seiten des 
andern gleich find; aber der von jenen eingefchloß 
fene Winfel größer, als der von dieſen gebildete 
ift, fo ift auch die dritte Seite des erſten Dreieds 
größer als Die dritte Seite bed andern. 

Es feien (Fig. 2%.) BAC und EDF die gegebenen Dreis 
ee, worin BA=ED, AC=DF und XBAC>ZXEDF if, 
fo muß auch BC >EF ſeyn. 

Bemweiß, 

Da IBAC>ZEDF, fo mache man XEDG = BAC 
(23. S.) fo wie an DG= Ac= DF und ziehe die Linien 
GE und GEF. 

Da nun hier AB=DE, ferner 
 AC=DG und endlid 
x BAC=IXEDG, fo ift auch 
. BC=EG (4.6) Run ift aber 

DG=DF und baher 

3DFG=3XDGF (5. ©) folglid; aud) 

X DFG>3X-EFG und daher um fo mehr noch 

ZEFG>3 EGF und alfo auch 
EG >EF (19, ©.) oder 
BC>ERF. 


Der 23. Sap. 


tehrfan. 
Wenn in zwei Dreieden zwei Seiten des einen, 
einzeln genommen, zweien Seiten des andern gleich 
find; aber bie dritte Seite des erfien größer ift, 


— — — 27 = % ein om. 


23 
als die dritte Seite des andern, ſo iſt auch der 
dieſer groͤßern Seite gegenuͤberſtehende Winkel 
groͤßer, als der Winkel, welcher der kleinern 


Seite gegenuͤberliegt. 
Es ſeien (Fig. 25.) ABC und DEF die zwei Dreiede ‚ 


worin AB= DE, ACG=DF und BE >EF if, fo muß 


3 BAC>3EDF feyn. _ 
Beweiß,. 
Wäre hier 2 BAC nicht größer, ale x EDF, fo müßte 
entweder 

: XKBAG=3XEDF oder 
 &XBAC<3CEDF ſeyn. 
Im erſteren Falle wäre nun auch BC=EF (4. ©.) und im 
zweiten Falle wäre BE<EF (24. ©.) weldjes beides ber 

Annahme, daß BC>EF ift, wiberfpricht. 

Der % Sah, 

Lehrſa tzz. 

Wenn in zwei Dreiecken zwei Winkel des einen, 
einzeln genommen, zweien Winkeln des andern 
gleich ſind, und es iſt noch eine Seite des einen 
einer Seite des andern gleich, ſie mag an den 
gleichen Winkeln oder einem derſelben gegenuͤber 
liegen, fo find auch die übrigen Seiten in den 
beiden Dreieden, einzeln genommen, einander 
gleich, und der dritte Winkel des einer iſt dem 
dritten Winkel des andern gleich. 

Es ſeien (Fig. 26.) ABC und DEF bie zwei Dreiede, 
worin X ABC=3X DEF, und <BCA=3EFD, auch ſei 

fuͤr den erſten Fall | 
BC=EF, fo ift au AB=DE, AC=DF, und xBAC 
— x EDF. 
Beweis. 

Bären die Seiten AB und DE ungleich, fo fei 3 B. 

AB>DE. ‚Man made GB=DE (3. ©.) und ziehe GC. 
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Da nun hier BG=ED, ferner 
BC=EF und aud 
_ X GBC=X.DEF, fo ift 
XBCG=XEFD (4 ©) Nun ift aber 
. XBCA=3CEFD nad; der Annahme, . 


folglich wäre XBCAM XBCG, weldyes unmoͤglich iſt (9. Gr.) 


Da nun ferner AB=DE und 
 BC=EF, endlich auch 
> ABC —xDEF, fo ift 
:AC=DF und " 
X BAC=3XEDF (4 ©) Es fei nun 
Ä für den zweiten Fall 
AB=DE, fo iſt auch AC=DF, BC=EF und XBAC=3CEDF. 
Beweis. | 
Denn wenn BC und EF ungleid; wären, fo müßte eine 
größer, als die andere und 3. B. BE>EF feyn. Man 
nehme daher BH=EF und ziehe AH. | 
Da nun hier BU=EF, auch 
| Ä =DE und endlich 

x AB 3 DEF, fo ift (4. ©.) 

3, BHA=3ZEFD. Nun war aber nach der Ans 
nahme 3 BCA—-3&EFD; daher wäre auch 3<BHA= XBCA, 
welches unmoͤglich iſt (16. ©.) 

Da nun auch BC=EF, ferner 
AB=DE und endlich 
X ABC= 3 DEF, fo ift auch 
—AIDF md 
XBACXXEDF (4,6) 


Der 7. Sat. 


" Rehrfag. 

Wenn wei gerade Linien fo von einer dritten 
gefchnitten werben, daß die Wechſelwinkel eins 
ander gleich find, fo müffen die zwei'geraden Linien. 
mit einander parallel feyn. 


‘ 


| 
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Es werben die zwei geraden Linien AB und CD (Fig. 27.) 
von der dritten EF fo gefchnitten, Daß bie Wechſelwinkel AEF 
und EFD einander gleich find, fo muß AB mit CD ‚parallel ſeyn. 

Beweis. 

Waͤre AB nicht mit CD parallel, fo müßten fie, nach einer 
Seite hin genugſam verlaͤngert, einmal zuſammenlaufen. Ge⸗ 
ſetzt, dieß geſchehe in G, fo entſtaͤnde ein Dreieck EFG, in 
welchem X AEF>3CEFD waͤre (16. ©.), welches der Ans 
nahme, daß X AEF—=3CEFD ift, widerfpricht. 

Auf ähnliche Art wird gezeigt, daß die geraden Linien 
BA und DC, wenn fie über A und C verlängert werden, fich 
auch hier nie durchfchneiden Finnen. 


Der W. Sap. 


Lehr ſ, aß. 

Wenn zwei gerade Linien fo von einer dritten 
gefchnitten werden, daß der Auffere Winkel feinem 
innern, an einerlei Seite liegenden Gegenwintel 
gleich ift, oderdaß die beiden innern, an einerlei 
Seite liegenden Winkel zufammen zweien Rechten 
gleich find, fo müffen Die zwei geraden Linien auch 
parallel feyn. \ 

Es werden die zwei geraden Linien AB und CD (Fig. 28.) 
fo von der dritten EF geſchnitten, daß der Auffere Winkel EGB 
feinem innern GHD gleich ift, oder daß die beiden innern 
Winkel BGH und GEB zuͤſammen zwei Rechte betragen, fo ift 
AB mit CD parallel. 

Beweis. 
J. Da nach der Annahme x EGB=3 GHD 
und auch X EGB=XAGH (15. ©), 
ſo it ca. Gr.) zZAGCH—= 3CGHD und es muß 
die Linie AB mit CD parallel feyn (27. Sat.) 
„II. Da nad der Annahme 
3:BGH+3GHD=aR, und auch 
ZXAGH+3XBCH=OAR (13. ©.), fo ift auch 
 XBCGH+3XCHD=XAGH + %&X BGH (1, Ör.) 


! 
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Da num xBCH= 3 BGH, fo if 


IACGH=3XGHD (3. Gr.) 
Und es muß daher AB mit CD parallel feyn (27. ©. I. 


Der 29. Sah. — 


Lehrſa tz. 
Wenn zwei gleichlaufende Linien von einer drit⸗ 
ten geraden Linie geſchnitten werden, ſo ſind die 
hierdurch entſtehenden Wechſelwinkel einander 
gleich; auch iſt der Auffere feinem innern Gegens 
winkel gleich, und die beiden innern, an einerlei 
Seite liegenden Winkel ſind zuſammengenommen 
zweien Rechten gleich. 


Es ſeien die Linien AB und CD (Fig. 29.), welche von 


der dritten,EF in G und H gefchnitten werden, mit einander 
parallel, fo it XAGH=IXGHD, ferner 
ZEGB=3XGHD und endlidy 
BGH + 3XGHD=.aR. 
| | Beweis. 
1. Wenn 3X AGH und CGMD nicht unter ſich gleich wären, 
fo fei 3. 3. 
X AGH>3GHD. Da nun 
BGH = 3. BGH, fd müßte audı 
3ZLAGH + XBGH>3GHD + X BGH ſeyn (A. Gr.) 
Nun ift aber ZAGH-+3CBGH=aR (13. S.) Daher wäre - 
3 GHD+3BGH<aR, und die Linien AB und CD müßten, 
gehörig verlängert, "einmal zufammentreffen C11. Gr.) und 
wären daher nicht mit einander parallel (35. Erkl.), welches 
der Annahme‘, daß fie gleichlaufende find, widerfpricht. 
U. Da bier ZAGH=3GHD und au 
3x AGH—=3x EGB (15. S.), fo muß auch 
EGB — x GHD feyn Ci. Gr.) 
III. Da ferner ZEGB=3CGHD und aud) 
3 BGH=3BGH, fo ift (2. Gr.) 
"ZEGB+3CBGH = 3% GHD + x BGH. 
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Nun ift aber zEGB+ xBGH=aR (13, ©.) 
Folglich auch X GHD+XBGH=2R (1. Gr.) 


Der 39 Sak. 


Lehrfar. 

Zwei gerade Linien, welche mit ber nämlidhen 
dritten geraden parallel find, müffen auch unter 
ſich ſelbſt gleichlaufend feyn. 

Es fei Fig. 30.3 ſowohl die gerade AB, ald audy die 
gerade CD mit der geraden EF parallel, fo iſt auch AB mit 
CD gleichlaufend. 

Beweis. 

Wenn die drei Linien AB, EF und CD von der dritten MN 
gefchnitten werden, fo ift, weil AB und EF gleichlaufend ſind, 
ZLAGH=3CGHF (29, ©.) 

Nun ift aber auch, weil EF mit CD parallel ift, 

X GHF=3&GKD (29. ©.) 
Daher muß auch XAGCEMX CGKD (I. Gr.) und folglich AB 
mit CD parallel feyn (27. ©.) Ä 


Der 31. Sap. 


AYufgade. 


Durch einen gegebenen Punct eine gerade Linie 
zu ziehen, welche mit einer gegebenen geraden 
gleichlaufend iſt. 

Es fei A (Fig. 31.) der gegebene Punct, BC die gegebene 
gerade Linie, und man fol Durch A eine mit BC gleichlaufende 
bilden. 

Auflsfung 

Man nehme in BC den willführlichen Punct D, siehe AD 
und lege an A den Winkel DAE, welcher dem Winfel ADC 
gleich ift (23. ©.), dann verlängere man die EA nach F hin. 

Beweis 

Da hier nadı ber EonftructionCEAD=3IADGC if, fo 

muß auch die gerade EF mit ber geraden BC parallel feyn (27. ©.) 


[4 
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Der 2. Sah. 
tehrfan. 

Wenn man die Seite eines Dreiecks verlängert, 
fo ift der Auffenwintel fo groß, als feine zwei 
innere Gegenwinfel zufammengenommen. Auch find - 
Die drei innern Winkel des Dreieds zufammen 
zweien Rechten gleich. 

Es fei ABC (Fig. 32.) das gegebene Dreied und. BC nad 
D verlängert, fo it xACD=3CAB +3 ABC. Ferner iſt 
auch ABC XBCA XCABR. 

Beweis. 
I. Wenn man durch C die Linie CE mit BA gleichlaufend 
zieht (31. ©.), fo ift 
XBACXXACE (29. ©.) und ferner 
XABCSXECD (29.©.), daher auch 
IBAC+ KABC=KACE+ XECD. Allein 
ZACE+XECD—=IXACD. Daher auch 
XBAA ABCS ACD (2. Gr.) 
II. Da hier XBAC- XABCS XACD, auch 
ACBXACB, fo iſt auch 
BACH XABCHKACB—=IAED + ACH: 
(2. Gr.) Mein XACD+3XACB=aR (13. ©.) Daher 
auch XZBAC+ZABC+HZACB=aR (1. Gr.) 


Ba Satz. 


hrſa tzz. 

Wenn zwei gerade Linien unter ſich gleich und 
‘parallel. find, fo find auch jene gerade: Linien, 
welche ihre Endpuncte an einerlei Seite verbinden, 

_ einander gleich und parallel, 
I Es feien (Fig. 33.) die Linien BA und DC einander gleich 
- amd parallel, fo find auch die VBerbindungslinien BD und 4 AC 
‚einander gleich und parallel, 
Beweis, 
Wenn man die gerade BC sicht, fo iſt/ weil BA mit DC 


gleichlanfend iſt, 


‘ 
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x ABC=&BCD (29.6) Da nun 
| AB=DGC und auch " 
BC=BC,fomß 
AC=DB und 
x ACB=3DBC feyn (4. ©.) Daher, if, ‚auch 
AC mit BD gleichlaufend (27. ©.) 


Der 34 Sap. 


Lehrſa tz. 
In jedem Parallelogramme ſind die gegenuͤber— 
ſtehenden Seiten und die 'gegenäberftehenden' Wins 
fel einander gleich. Auch wird dDaffelbe von der 
Diagonale halbirt. 

Es fei (Fig. 34.) BACD das Parallelogramm und BC 
feine Diagonale, fo it BB=DC, BD=AC, XDBA=% 
DCA, x BDC=3&BAC, und AABC=ABCD. 

Beweis. 

I, Da fowohl AB mit CD, als audy BD mit AC parallel 

it, ſo muß 
XD ABCfXBCD und 
XACBXCBD ſeyn. (29. ©.) 


Nun iſt ach BCSBC, daher 
MCBD und 


BACSXBDC. 
Ay iſt, weil ZABC=3CBCD und 
CBD XACB, nun aud 
XABC+XCBD=3XxBCD + XACB (2. Gr) 
Folglich ZABD=ZACD. - 
11. Da ferner AB=CD, dann 
BC BC, und endlich 
3x ABC=3XBCD, fs ift auch 
AABC=ACBD (4. ©.) 


— 
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Der 3. Sah. 


Lehrſa tz. 

Wenn Parallelogramme auf einerlei Grundlinie 
und zwiſchen einerlei Parallellinien ſtehen, ſo ſind 
ſie einander gleich. 

Es ſeien die Parallelogramme (Fig. 35.) ADCD und EFCB 
auf der nämlichen Grundlinie BC und zwifchen den nämlichen 
Parallelen AF und BC, fo ift das Parallelogramm ADCB dem 
Parallelogramme EFCB ‚gleich. 

Beweis. 
Hier iſt BC —AD, ferner 
BC=EF (34. ©.) Folglidy 
AD=EF (1. Gr.) Da nun 
DE=DE, fo ift 
AE=DF (2, Gr.) Nun ift ferner 
AB=DGC (34. ©.) und | 
3 FAB=3FDC (29. ©) Daher 
AABE= ADCF (4.6) Da nun 
AEDG=AEDG, fo wird ° 
"ABGDZEGCE (3. Gr.), es ift aber 
_AGBC=AGEC, folglich auch 
“ ABCD=EBCF (9, Gr.) 


Der 36. Sak. 


ehrfap. 

Parallelogramme, welche auf gleihen Grund 
linien und zwiſchen einerlei Parallelen ſtehen, 
find einander gleich, | 

Es feien Die Parallelogramme (Fig. 36.) ABCD und EFGH 
auf gleichen Grundlinien BC und FG, und zwifchen ven Parals 


‚Ielen AH und BG, fo find biefe zwei Parallelogramme einander 
gleich. | 


Beweis. 
Wenn man bie Linien BE und CH zieht, fo iſt 


351 


BC=FG auch 

FG=EH (34. S.) Daher denn 

"BC=EH (u. Gr.) 

Da nım auch BC mit EH gleichlaufend ift, fo muß auch 

EB der CH gleich und parallel feyn (33. S.) Daher ift 
EHCB ein Parallelogramm , und . 

ABCD=EBCH (35. S.), allein 

EFGH=EBCH (35. ©.) Daher 

ABCD=EFGH (1. Ör.) \ı 


Der 37. Saß, 


|  Kehrfag. 

Penn zwei Dreiede auf einerlei Grundlinie 
and zwifchen einerlei Parallelen ftehen, fo find fie 
einander gleich. 

Es feien (Fig.37.) die Dreiede ABC und DBC auf einerlei 
Grundlinie BC und zwifchen einerlei Parallelen AD und BC, 
ſo it ABCADBC. 

Beweis 

Penn man bie gerade AD über A und D verlängert, durch 
B die BE mit CA und durch C die CF mit BD parallel zieht 
(31. S.), fo find die Parallelogramme EBCA und DBCF 
einander gleich (35. S.). Nun ift aber auch Dreieck ABC 
die Hälfte bes Parallelogramms EACB und das Dreied DBC 
die Hälfte bes Parallelogrammd DBCF (34. ©), folglich 
müfjen auch diefe Dreiede einander gleich feyn. (7. Gr.) 


Der 3 Saatz. 


N Lehrſa tz. 
| Wenn zwei Dreiede auf gleihen Grundlinien 
"und gwifchen einerlei Parallellinien ſtehen, ſo, ſind 
fie einander gleich. 
Es feien (Fig. 38.) die Dreiede ABC und DEF auf ben 
gleichen Grundlinien BC und EF, auch zwifchen einerlei Darals 
Ielen AD und BF, fo ift A ABC= A DEF. 
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Beweis. 

Penn man bie AD über A und D verlängert, durch B die 
BG mit CA und durch F die FH mit ED parallel zieht (31. S.), 
fo find die Parallelogeamme GBCA und DEFH einander gleich 
(36. S.). Nun ift aber das Dreied ABC die Hälfte von GACB 
und das Dreied DEF die Hälfte von DHFE.(38. ©. u folglich 
ift aıh A ABC = A DEF (7. Gr.) 


Der 39. Sabß. 


Lehrfak. 

Wenn zwei gleiche Dreiede nad der nämlidhen 
Seite anf einerlei Örundlinie ftehen, fo find fie 
auch zwifchen einerlei Parallelen. 

Es feien die gleichen Dreiede (Fig. 39.) ABC und DBC 
auf einerlei Grundlinie BC und auf einerlei Seite von ders “ 
felben, fo muß die Linie AD, melde ihre Spigen verbindet, 
mit BC parallel feyn. 

| — Beweis. 

Penn die Linie AD nicht parallel mit BC ift, fo muß eine 
andere durch A gezogene mit BC gleichlaufend ſeyn. Wäre 
nun AE diefe mit BC parallele Linie ‚ fo müßte, wenn EC 
gezogen wird, 

A ABC — AEBC feyn (37. ©.) 
Nun ift aber AABC—= ADBC nad) der Annahme, folglich 
wäre ADBC= A EBC, welches unmöglich; ift (9. Or.) 


Der 40 Satz. 


Lehrſa tz. 

Wenn gleiche Dreiecke auf gleichen Grundlinien 
ſtehen und auf einerlei Seite derſelben liegen, ſo 
iſt die Verbindungslinie ihrer Spitzen parallel mit 
den Grundlinien. 

Es ſeien (Fig. ‚io. ) die gleichen Dreiede ABC und DCE 
auf den gleichen Grundlinien BC und CE, aud auf einerlei 
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Seite von berfelben, fo muß bie Berbirbungstinte AD mit BE 
parallel ſeyn. 
Beweis. 

Wenn die AD nicht mit BE parallel wäre, fo fei AF mit 
BE gleichlaufend. Zieht man nun FE, fo wäre 
NABC=AFCE (38, ©) Mlein ed ift auch 
A ABC=ADCE nach der Annahme, folglid; wäre 
ADCE=AFCE (1. Gr.), welches widerfprechend ift (9. Gr.) 


St 41. Sah. 
ehrfag. 


Wenn ein Darallelegramın mit einem Dreiede 
auf einerlei Grundlinie ſteht, und beide in einerlei 
Parallelen liegen, fo ift das Paralltlogramm. das 
Doppelte des Dreiecks. 

Es fei (Fig. 41.) das Parallelogramm ABCD mit dem Dreis 
ecke EBC auf einerlei Grundfinie BC, und die Linie ADE fei 
parallel mit BC, fo ift das Parallelogramm ABCD das Doppelte 
des Dreieds EBC. 

Beweis, | 
Penn man die Diagonale AC sieht, fo iſt 
AABC= AEBC (37.8) Run if aber 
ABCD=2AABC (34 ©.) Daher muß auch 
ABCD=2AEBC feyn. 


Der 4, Sak. 


Yu ı f gabe. 

es if einDreied gegeben, und man foll ein Yar 
rallelogramm bilden von einem gegebenen Winkel, 
welches jenem Dreicde gleich tft. 

Es fei (Fig. 42.) ABC das gegebene Dreied und D der 
gegebene Winkel. Man fol ein Parallelogramm bilden, wels 
ches dem gegebenen Dreiede gleich ift und worin fich der Winket 
D befindet. 

| Aufldfung. 

Man halbire BC inE (10. ©.) nnd ziehe die AE, ſetze hierauf 

an E den Winfel CEF=3LD (23..©.) und ziehe durd) A die 
. | R Br‘ 
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AG mit BC und durch C bie CG mit FE parallel (31. S.), 
fo if FECG das verlangte Parallelogramm. 
Beweis. 
on Hier it AABE= AAEC (38. ©.), folglich 
AABC=2A AEC. Mein es ift 
FECG =2A AEC (AI. S.), folglich 
AABC= = FECG (6. ©.) 


Der 3. Sap. 


Lehrfag. 

Sn jedem Parallelo gramme find die Ergäny 
ungen der um die Diagonale liegenden Parallelo 
gramme einander gleich. 

Es fei (Fig. 43.) ABCD das gegebene Parallelogramm und 
AC feine Diagonale, um welche die Parallelogramme EH und 
GF liegen, deren Ergänzungen BK und. KD find, fo itBK=KD. 
| Beweis, 
Da AABC=A CAD (34. ©.) und ebenfo 
AAEK=AAHK, fo ift | 
” EKCB=KHDC (3, Gr.) Nun ik aber 
AKGC=AKCF (34. S.) Daher muß 
—TBKRSKD ſeyn (3. Gr.) 


D er 44, S a tz. 
Auf einer gegebenen geraden Linie ein Parallelos 
gramm zu bilden, welches einem gegebenen Dreis 
» ede gleich ift und worin fich ein gegebener Winfel 
befindet. 
Es fei AB (Fig. 44.) bie gegebene Linie, C das gegebene 
Dreieck und D der gegebene Winfel. Dan foll auf. AB unter 


bem Winkel D ein Parallelogramm bilden, welches dem Dreis 
ee C gleich ift. 


— 
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Aufloͤſung. 
Man bilde ein Parallelogramm BEFG=AC (42. ©.) fo, 
daß LEBG=ECD ift, und lege daffelbe fo am die gegebene 


! 
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tinie AB, baß AB und BE eine einzige gerade, Linie bilden. 
Nun ziehe man durch A die AH mit EF parallel (31. ©.), 
verlängere FG bis H, und ziehe HB, fo it XAHF-+EFH 
—=2R (29. ©) Daher zBHF+3XCEFH<aR, und die 
ginien HB und FE müffen über B und E hinlaͤnglich verlängert 
einmal zufammentreffen (11. Gr.) Wenn dieß in K gefchieht, 
fo ziehe man durch K die KL mit FH parallel (31, ©.), fo 
it HLKF ein Parallelogramım. 
Beweis. 

Hier iſt in dem Parallelogramme HLKF die Linie KH 
Diagonale, um welche die Parallelogramme AG und ME liegen, 
deren Ergänzungen LB und BF find. Daher ift nun LB= BF 
(43.6.3) Es iſt aber BF= BF=AC, folglid auch 

TBZAGC (ı. Gr. ) | 
Da nun X GBE=XABM—=XxD<(ı1s ©), fo ift audy 
ZABM=&XD. 


Der 5. Sap. 


Yufgabe, 
.- Wenn eine geradlinige Figur gegeben tft, fo foll 
ein Parallelogramm gebildet werden, welches ihr 
gleich if, und einen gegebenen Winfel enthält. | 

Es fei (Fig. 45.) ABCD die gegebene gerablinige Figur, 
"and E der gegebene Winfel. Man fol ein Parallelogramm 
bilden, welches ber Fignr ABCD gleich iſt und den Winkel 
E enthält. 

Auftsfn ng. 

Man siehe DB und mache unter dem Winfel HHF=3E 
ein Parallelogramm FH, welches dem Dreiede ADB gleidy ift 
(a4a2. S.) Dann bilde’ man auf GH ein Parallelogramm GM, 
welches dem Dreiecke DBC gleich ift, und einen Dinfel GHM 
=3E enthält (44. ©.) 

Beweis, oa 
Da x FKH=XE, und ferner 
XGHM=XCE, fo ift auch 
XGHMZ3XFKH (1, Gr.) Damım 
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— —— GHR, fo wird auch | 
2 GCHM+SCHK=XFKH+SCHK= ER (9. ©.) 
Daher liegen KH und HM in einer geraden Linie KM (24.©.) 
Da nun FG mit KM gleichlaufend ift, fo hat man 
x FGH=3XGHM (29. ©) Da ferner 
XLGH=3XLGCH, fo ift auch 
x FCH+ XSLCH=XCHM + ILCH=aR (29, S. ) 
Daher liegen auch FG und GL in einer geraden Linie FL (14. ©.) 
| Da nun ferner FK und GH, fowie auch GH und LM eins 
ander gleidy und parallel find (34. S.), fo ift audı FK def 
LM gleidy und parallel (30. ©.) Daher find auch FL und KM 
‚gleich und parallel (33. ©.), und e8 muß KFLM ein Parallelor 
gramm feyn, worin XFKM=XE if. 
- Da endlid FH=A ABD, und ebenfo 
GM=ADEC, fo muß auch 
KFLM=ABCD feyn (2. Gr.) 





Der 46, Saß. 


Aufgabe, 


Es iſt eine gerade Rinie gegeben, und man fort 
ihr Quadrat auf ihr bilden, | 

Es fei AB (Fig. 46.) die gegebene Linie, und es ſoll das 
Quadrat von AB auf derfelben gebildet werden, 

Auflöfung. 

Man errichte in A auf BA die AC fenfredht (11. S. ) und 
mache AD AB. Sodann ziehe man durch D die DE mit AB, 
und durch B die BE mit AD parallel (31. ©.) 

Beweis, 

Nach der Eonftruction ift ADEB ein Parallelogramm, folglich 
AB=DE (34. ©) Aber es ift auch 
AB=AD, folglich ift 
AB=AD=DE=EB und das Parallelogramm 

ADEB ift gleichfeitig. 

Da nun AB und DE yarallel find, fo it XBAD 4 XADE 

=aR (29. ©.) Allein ed iſt 3 BAD=R, folglidy auch 
‚XADE= R. 
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Da nun in’ Parallelogrammen die gegenüberliegenden Winkel 
einander ‚gleich find (34. ©), fo it auh XABE=3CBED 
—R und folglich ADEB auch vechtwinfelig. Daher muß ADEB 


ein Quadrat feyn (30. Erkl.) 


Der 47. Sak. 


Lehrfag. 

Sn jedem rechtwinkeligen Dreiecke iſt das Qua⸗ 
drat, welches über der, dem rechten Winkel ent 
gegenftehenden Seite befhrieben wird, fo groß, 
als die beiden Quadrate, weldhe von den ihn eins 
fhließenden Seiten gebildet werben, zuſammen— 
genommen. 

Es ſei (Fig. 47.) BAC ein rechtwinkeliges Dreieck, worin 
BAC— R, fo ift das Duadrat über BC fo groß, als die beis 
den Quadrate über BA und AC "zufammengenommen. 

" Beweis. 

Wenn man über BC das Quadrat BCED, über BA das 
Duadrat BAGF und über AC das Quadrat ACKH befchreibt 
(46. ©), fo-ift zBAC=—XCBAG=R und die Linien CA 
und AG bilden eine gerade Linie CG (14. ©.) Nun ziehe man 
AD und FC und aus A bie AL mit BD gleichlaufend (31. ©) 
Hier ft XDBC—=IFBA (10. Gr.) nd — 

3CBA=3<CBA, daher 

xDBA= = 3 FBC (2. Er.) Herner iſt 
AB=BF, auch 
DB=BC, folglich 

AABD: —=AFBC (4. ©.) 


® 


Nun if, weil AL mit BD und GC mit FB gleichlaufend iſt, 


BLX2A ABD (41. S.) und 
GB=2AFBC, daher auch 
"BLSCB( ‚c6. Gr.) 

Zieht man die Linien AE und BK, fo wird quf ähnliche 
Art bewiefen, daß CL=CH ift, daher muß auch 
BL+CL=GB-RCH ſeyn. Allein 

BE-+-CL=BE, folglich ift - 

BE=ZGB+CH. 
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Der 48 Sa. 


Lehrſa tzz. 

Wenn in einem Dreiecke das Quadrat einer Seite 
fo groß ifl, als die Quadrate der zwei andern 
Seiten zufammengenommen find, fo ift der von dies 
fen. andern Seiten eingeſchloſſene Winkel ein 
Rechter. 

Es ſei in dem Dreiecke BAC (Fig. 48) dad Quadrat von 
BC fo groß, als die Quadrate von BA'und von AC sufammens 
genommen, fo ift der Winfel BAG ein Rechter. 

| Bemweiß, 
Man errichte auf AC aus A die AD ſenkrecht, mache AD 
As und ziehe DC, fo iſt 
Q. ADO. AB”. Da nun 
Q. AC—ND. AC, ſo muß 
D.AD+OD. AC=QD. AB+D. Ac ſeyn (2. Gr.) 
Es ift aber Q. AD+D. AC=D. DC (47. S.) und 
Q. AB+D. AC=D. BC nad) der Annahme. 
Folglich Q. PCO. BC, und daher 
' DC=BC. 
Da nın AD=AB, ferner 
AC=AC und endlich 
DC=BC, fo: ift 
IDAC=XBAC (8.6) Es ift aber 





I DAC=R, daher auch 
3 BAC=ER, | 





* Die Bezeichnung Q. AD bedeutet das über AD befchriebene Qua- 
drat, und fo bei den Übrigen Linien. 


Ende des erfien Buchs. ‘ 


Das 
zweite Bud 


nee 


Elemente dee Euclides. 





Dieſes Buch handelt von jenen Rechtecken und Quadraten, 
welche entſtehen, wenn eine gerade Linie auf beſtimmte Art 
getheilt wird. Aus der Vergleichung dieſer Figuren geht eine 
Reihe merkwuͤrdiger Saͤtze hervor, welche mit andern aͤhnlicher 
Art: leicht vermehrt werden koͤnnten. Sag 1 —44. 
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* 


-—.—_— 


Ertlärungen des sweiten Buches. 





ı. Don jedem rechtwinfeligen Parallelogramme (oder 
Rechtecke) fagt mar, es fei aus den beiden geraden 
Linien, welche den rechten Winfel einfchließen, gebildet. 

2. Sn einem Parallelogramme heiße jedes der beiden um 
die Diagonale herumliegenden Parallelogramme nebft den beis 
den Ergänzungen, ein Gnomon. 


Der. Sa b, 

a | Lehrſatz. 

Wenn von zwei gegebenen geraden Linien die 
eine in beliebig viele Abſchnitte getheilt wird, ſo 
iſt das aus den beiden ganzen Linien gebildete 
Rechteck der Summe jener Rephtede gleich, welche 
aus der ungetheilten Rinie, und aus jedem der Abs 
fhnitte gebildet werden. 

Es feien (Fig. 49) A und BC die gegebenen geraden einien, 
auch fei die BC in den Puncten D und E willführlich getheilt, 
fo ift das Nedhte aus. A und BC der Summe ber Nechtede 
au A und BD, aus A und DE und aus E und EC gleich. 
CAnſtatt Rechteck wird kuͤnftig immer Recht. geſetzt.) 

Beweis. 

Man errichte auf CB aus B die ſenkrechte BF (1, 11.©.), 
‚made BG=A, ziehe durch G die GH gleichlaufend mit BC 
und durch D, E und C die DK, EL fund CH gleichlaufend mit 
‘BG 1 31. &.) fo ift 
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BH=BK-+DL-+EH Nun ift aber 
BH—=Nedit. aus GB und BC, ferner 
BK = Nedit. aus GB und BD, desgleichen 
DL= Recht. aus KD und DE und endlich 
EH Recht. aus LE und EC und eg ift " 
LTE=KD=6GB=A (I. 34 ©) 
Folglich ift Recht. aus A und BC= Recht. aus A und BD-+ 
Recht. aus A und DE + Recht. aus A und EC. 


Der 2. Santz. 


Lehrſa tz. 
Wenn eine gerade Linie in einem willführlichen 
Puncte gefhnitten wird, fo find die zwei Rechtecke, 
aus der ganzen Linie und jedem ihrer Abfchnitte 
zufammengenommen, dem Quadrate der ganzen. 
Linie gleich. ’ | 

Wenn (Fig. 50.) AB in C willführlich getheilt ift, fo ift 
die Summe die Rechtecke aus BA und AC, und BE und BC dem 
Quadrate von AB gleich, 
| Beweis. 

Man errichte über AB das Onadrat ABED CI, 46. ©.) und 
ziehe durch C die CF mit AD und BE gleichlaufend CI, 31. ©.), 
fo it ABED=AF-+CE. Nun ift aber 
| ABED = Quadr. von AB, ferner 

AF=NRedt. aus DA und AC, desgleichen 
CE—NRedt. aus FC und CB, endlich auch 
FC=DA=ÄAB, folglich 
Q. von AB= Recht. aus BA und AC + Recht. aus AB 
‚and BC. 


Der 3 Sa. 


te h rfag. 
Wenn eine gerade Linie in einem wilttährlihen 
- Punecte gefchnitten wird, fo ift dag Rechte aus ber 
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t 


ganzen Linie und einem der beiben Abfchnitte ber 


Summe aus dem Rechtede der. beiden Abfchnitte 


‚und dem Quadrate bes erften Abfchnittes gleich. 


Es fei AB (Fig. 51.) in C willführlich gefchnitten, ſo ift 
das Rechte! aus AB und BC der Summe aus dem Rechtecke 


| von AC und CB nebſt dem Quadrate von BC gleich. . 


Beweis. 
Man ’errichte über BC das Quadrat BCDE CI, 46. ©.) vers 


* längere ED nad} F und ziehe durch A die AF mit CD und BE 


— — — — — — — 


gleichlaufend CT, 31. ©.), fo iſt 


AE=AD+CE. Run ift aber 
. AE=Nedit. aus FA und .AB, 
AD=—Nedt. aud FA und AC, 
CE = QDuadr. von BC und endlidy 
FA=DC=CB, 
Folglich ift Recht. aus AB und BC— Recht. and AG und CB 
+ Quadrat von CB. 


ı Der & Seh. 


Lehrſatz. 

Wenn eine gerade Linie in einem beliebigen 
Puncte geſchnitten wird, ſo iſt das Quadrat von 
der ganzen Linie den Quadraten der beiden Abs 
fhnitte nebft dem doppelten Recdtede aus dieſen 
Abſchnitten gleich. 

Es ſei (Fig. 52.) die Linie AB in C willführlich geſchnitten, 
fo iſt Quadrat von AB= Quadrat von AC+ Quadrat von CB 
+2 Recht. aus AB und CB. 

‚Beweiß. 

Man errichte uͤber AB das Quadrat ABED (I, 46. ©.), siehe 
feine Diagonale BD, und durch C die CF mit AD und BE, 
durdy‘ G aber die HK mit AB und DE parallel (I, 31. ©.) 

Da nun CF mit AD parallel ift, fo ift au) XBGC=X 
BDA (I, 29. ©.) Weil aber auch AD=AB, fo if 3X BDA 
=3( ABD (1,5. ©) Folglich au X BGC = X ABD 
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(1, 1. 6r.) und daher BE=CG (I, 6. ©. ) Alſo iſt das 
Viereck CK -gleichfeitig. 
Da nun auch CF parallel mit BE ift, fo it CKBC + 
- GBC=aR (I, 29. ©.) - Run ift aber x KBC und daher auch 
IXGBC=R (I, 34. ©) Folglich ift das Viereck CK aud 
rechtwinfelig. Da ed auch gleichfeitig ift, fo muß CK. das 
über BC befchriebene Quadrat ſeyn CI, 30. Erfl.) 
Auf vollfommen ähnliche Art wird bewiefen, daß HF 
das über HG—=AC befchriebene Quadrat ift. 
Da nın AG=GE CI, 43. S.) Allein 
AG — Recht. aus AC und CG— — Recht. aus ACu.CB, 
ſo iſt auch GERecht. aus AC und CB, und folglich 
"AG+GE=2NeHht. aud AC und CB: Nun war aber 
CK = Quadr. CB und 
HF =Quadr. AC, aud 
ADEB —= Quadr. AB. 
Folglich it Quadr. AB= Quadr. AC+ Quadr. CB+ „Recht. 
von AC und CB. 
3uſa tz. 
Hieraus folgt, daß in jedem Quadrate die um bie Diagonale 
liegenden Parallelogramme auch Quadrate ſi nd. 


Der 5. Saz 


Lehrſa tzz. 
| Wenn eine gerade Linie in einem Puncte gleich 
und in einem andern Puncte ungleich getheilt wird, 


i fo ift-das Rechteck aus den ungleichen Abfchnitten 


nebft dem Quadrate des Abfchnittes zwifchen den 
Sheilpuncten zufammen dem Quadrate der halben 
Linie gleich. 


Es fei die gerade AB (Fig. 53. ) in C gleih, und in D 
ungleich getheilt, fo ift das Rechteck aus AD und DB nebft dem 


Quadrate von CD dem Quadrate von CB gleich. 
Bemweiß, 
Man errichte über CB dad Quadrat CBFE CI, 46. ©.), 
deffen Diagonale BE ift, ziehe durch D die DAG mit CE und 


— — 2." —— — 4— — 4 


gleich. 
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BF; durch H die KHM mit CB und EF und durch A die AK ° 
mit CE und BF parallel (1, 31. ©.) | 
Da nun hier CH = HF (I, 43. ©.) und 
DM = DM, fo ift 
00. CM=DF d, 2, Gr.) 
Da aber AC= CB, fo ift auch 
" AL=CM (l, 36. ©.) folglich audy 
AL = DF (I, ı. ©r.) Da aber 
.cH= CH, fo if 
AH = Gnom. NOP und da 
LG = LG, fo ift auch | 
AH + LG = CEFB. | 
Nun ift aber AH Recht. au AD und DA Recht. aus AD 
und DB, ferner ift LG = Quadr, LH = Quadr. CD (II, 4. 
Zuf.) ferner CEFB = Quadr, von CB. Daher ft 
Necht.. aus AD und DB + Duadr. CD = Quadr. CB. 


Der 6. Sa 


Lehrſa tz. 

Wenn eine gerade Linie halbirt und dieſelben um 
eine beſtimmte Linie verlaͤngert wird, ſo iſt das 
Rechteck, welches aus der Verlaͤngerung und aus 
der ganzen nebſt der Verlaͤngerung gebildet wird, 


 nebft dem Quadrate der halben Linie fo groß, als 


das Duadrat aus der halben Linie nebft ihrer Vers 
Iängerung. | 

Es fei (Fig. 54.) die AB in C halbirt und über B um bie 
beflimmte ‚Linie BD verlängert, fo ift das Rechteck aus AB 
und BD nebſt dem Quadrate von CB dem Quadrate von CD 


Beweis. 

Man bilde von CD dad Quadrat CDFE da, 16. ©. ), deffen 
Diagonale DE ift, ziehe durd; B die BHG mit CE und DF, 
durch H die MHK mit AD und EF und durch A die AK mit 
GE und DE gleichlanfend ch 31. ©) 
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Da nun hier AC = CB und folglidy 
AL=CH (I, 36. ©.) aber 
CH = HF (I, 43. ©.) und 
AL = HF (I, ı. Gr) dann 
CM = CM, fo ift . 
AM = Gnom. NOP; da aber ° 
LG = LG, fo if 
AM + LG = CEFD. Nun ift aber in 
AM Recht. au8 AD und DM = KRedht. 
' aus AD und DB 
LG = Quadr. LH = Quadr. CB und CEFD 
— Quadr. CD (II, A. Zuf.) 
Folglich ift Recht. aus AD und DB + Quadr. CB = Quadr. CD. 


Der 7. Sa. 


Lehrſatz. 

Wenn eine gerade Linie in einem willkuͤhrlichen 
Puncte geſchnitten wird, ſo ſind die Quadrate aus 
der ganzen Linie und aus einem ihrer Abſchnitte 
‚zufammen fo groß, als das doppelte Redhted aus 
der ganzen Linie und dem ebenbemerften Abfchnitte 
nebft dem Quadrate des andern Abfchnittes zuſam⸗ 
men, 

Es fei die Linie BA (Fig. 55.) in C willführlich getheilt, 
fo ift dad Quadrat von AB nebft dem Quadrate von BC dem 
Rechtecke a aus AB und BC nebft dem Quadrate von AC gleich. 

— Bemweiß 

Man bilde über AB das Quadrat ABED (I, 46. ©), 
ziehe die Diagonale BD, durch C die CN parallel mit BE und 
AD, und durh G bie FH mit BA und ED gleichlaufend 
(I, 31. ©.) 

Hier ift AG = GE CI, 43. ©.) da nun 

CF =CF,f iſt 
AF = CE und daher 
AF + CE = 2AF. 


r 
— 


| 
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Run ift aber AF+CE=Gnom KLM + CF: ' Daher auch 
Gnom. KLM + CF=2AF; allein 
| ° HN=HN, folglid; 

ADEB + CF=2AF+HN; allein es ift 

ADEB = Quadrat von AB. 
CF = Quadrat von BC (II, 4. Zuf.) , 
AF—Nedit. aus AB und BF Recht. aus AB 
x und BC und 
HN = Quadr. HG = Quadr. AC ( 1}, 4. Zuf.) 
Folglich ift Quadr. AB-+ Quadr. BC= 2 Red. von AB und 
BC + Quadr. AC. Ä 


J 


Der 8 Sak. 


i Lehrſatz. 
Wenn eine gerade Linie in einem Puncte will—⸗ 
kuͤhrlich geſchnitten wird, fo iſt das vierfache Recht⸗ 
et aus der ganzen Linie und einem ihrer Abſchnitte, 
nebft dem Quadrate des andern Abfchnitts, zufams 
men fo groß als das Quadrat einer Linie, welde 
aus der ganzen und dem erfien Abfchnitte befieht. 
Es fei die Linie AB (Fig. 56.) willführlich in C gefchnitten, 
fo ift das vierfache Rechte aus AB und BC, nebft dem Qua⸗ 
drate von AC, gufammen fo groß ale das Quadrat von AD= 
AB + BC. 
8 ewei 8. \ 

Wenn man die Linie AB über B verlängert bis BD—=BC, 
fo it AD=AB-+BC. Nun errichte man über AD däs Qua⸗ 
brat ADFD (I, 46. ©.), ziehe die Diagonale DE, durch B und 
C die BL und CH parallel mit DF und AE und dur K und Q 
die MN und OP parallel mit AD und EF (I, 31. ©.) 
Da hier CB = BD und | 

BC =CK= OR auch 

BD=KN= RP (I, 34. ©.) fo if 

GK= KN und QR—= RP CI, ı. Gr.) daher 

CK = BN und GR = KP (I, 36. ©.) 


"48 


Da aber CK=KP (I, 43. ©.), fo find alle vier Parallelos 
gramme einander gleich und CP=ACK. 

Da CB=BD und BD=BK (II, A. Zuf.) =CG (I, 34. 
S.) auch B=GCK=GQ, fh it CG=GQ. Es war aber 
auch OQR= RP, folglich ft 

AGC=MQ und OL=RF CI, 36. ©.) 
Es ift aber im Parallelogramme ML das Rechteck MO= 


Recht. QL CI, 43.©.), folglich auch AG=RF. Daher iſt AG— 


MQ=QL=BF und ihre Summe =4AG, Mein CP=4CK. 
Daher auch Gnom. STV = 4AK, aber 
OH = OH, folglich 
AEFD = Quadr. AD=4AK + OH. 
Allein AR = Redit. au AB und BK = Recht. aus AB 
und BC und 
OH = Quadr. OQ Quadr. AC (II, A. Zuſ.) feiglich iſt 
4 Recht. aus AB und BC + Quadr. AC Quadr. AD, 


Der) Sah. 


Lehrſa tz. 

Wenn eine gerade Linie in einem Puncte gleich, 
und in einem andern ungleich getheilt wird, ſo ſind 
die Quadrate der ungleichen Abſchnitte zuſammen 
fo groß, als die doppelten Quadrate aus der hal⸗ 
ben Linie und aus dem Abfchnitte zwiſchen ben 
Theilpuncten zufammen. 

Es fei (Fig. 57.) die AB in.C glei und in D ungleich 
getheilt, fo ift dad Quadrat von AD und Das Quadrat von 


DB zuſammengenommen fo groß, als die Summe aus dem | 


doppelten Quadrate von AC und bem doppelten Quadrate 
von CD. 
Beweis. 

Man errichte auf AB-aus C die CE ſenkrecht CI, 11. ©.) 
mache CE=CA==CB und ziehe die AE und EB. Auch ziehe 
man durch D die DF mit CE und durch F die FG mit BA 
parallel CI, 31. ©.) und bie Verbindungslinie AF. 


m u — — 
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Da bir XACEMR und AC= —CE, fo {ft 
ZAEC=1,R (I, 32. u. 5. S.) und ebenfo 


XCEB=3CBE=1,R, daher ift S 


X AEB=R. 
Da nun GF mit AB und FD mit EC gleichlaufend , und folge 
ih XEGF=XFDB=XECB=R (I, 29. ©), aud & 
GEF=3%DBF=ı/,R, fo ift au XEFG =XDFB=1/,R 


(1, 32. ©.), daher EG=GF und FD=DB (1,6.©.) Da 


XZACE=R und AC=CE, fo ift Quadr. AE=2 Quadr. 
AC Cl, 47. S. ) Da XEGF R und EG=GF, fo if das 


Quadr. EF=a Quadr. GF (I, 47. ©.) und weil auch GF. 


=CD (I, 34 S.), fo ift dad Quadr. EF=2 Quadr. CD, 
Da aber XAEF=R, fo ift das Quadr. AF—=bem Quadr. 
AE nebit dem Quadr. EF (I, 437. ©.) Nun war aber das 
Quadr. AE=2, Quadr. AC und das Quadr. EF=2 Quadr. 


CD. Daher ift das Quadr. AF=2 Quadr. AC + 2 Quadr. 


CD. Es ift aber, weil ZFDA=R, dad Quadr. AF—= dem 
Quadr. AD + dem Quadr. DF, oder, weil DF==DB, fo ift 
auch das Quadr. AF dem Quadr. AD nebft dem Quadr. DB 
gleich. Daher ift dad Quadr. AD nebft dem Quadr. DB = 
2 Quadr. AC +2 Quadr. DC. 


} 


Der 10 Saß. 


Lehrſa tz. 


Penn eine gerade Linie halbirt und in ihrer 
Verlängerung eine andere ihr angefegt wird, fo 
it das Quadrat der aus der ganzen und der ange 
festen beftehenden Linie, nebſt dem Quadrate ber 
angefesten, fo groß, ale das Doppelte Quadrat aus 
der halben, nebft dem Doppelten Quadrate aus der 
halben und der angefegten Linie. 

Es ſei (Fig. 58.) die AB in C halbirt, und an bie ver⸗ 
laͤngerte AB die Linie BD gefegt, fo iſt das Quadrat von AD 

_ 4 
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+ dem Quadrate von BD = 2 Quadrat von AC + 2 Duabrat 
von CD. 
Beweis. 

Man errichte auf AB aus C die CE lothrecht (I, 11. ©.), 
made CE=CA==CB und ziehe AE und EB. Zieht man nun 
durch E die EF mit AD und turdy D die DF mit CE gleidys 
laufend (I, 31. ©), fo t-xCEF+ <EFD=2R 
CI, 29. ©.) Folglich x BEF+ EFD<2R, und eö müffen 
die Linien EB und FD über B und D verlängert einmal zufams 
mentreffen CI, 11. Gr.) Wenn dieß in G geſchieht, fo ziehe 
man AG. 

Da X ACE—=R und AC= CE, fo ift aud 

ZXAEC=1,R (cl, 32.0.5. ©) Ebenfo ift 
X CEB=3X CBE = 1,R. Daher aud 
X AEB=R. 

Run it X DBG = 3% CBE (I, 15. ©.) und, weil FG mit CE 
gleichlaufend il, audı IDGB=HCEB (I, 29. 6.) Daher 
it xDBG=3XxXD6GB=1%R und DB=DG (I, 6.©) Nun 
it ECD R und EFD=3CECD. Daher auch EF=FG 
- (1, 32. u. 6. ©.) 

Da nun XACE=R und AC=CE, fo ift das Quadr. AE 
= 2 Quadr. AC (I, 47. ©). Da au EFG=R und EF 
=FG, fo ift dag Quadr. EG=2 Quadr. EF (I, 47. ©.) 
Es ift aber EF=CD (I, 34. ©) Daher Quadr. EG= 
2 Quadr. von CD. 

Da ferner XAEG=R, fo ift Duadr. AG = Quadr. AE 
+ Duaodr. von EG (I, 47. ©.) Es war aber Quadr. AE 
=—=2 Quadr. AC und Quadr. EG=2 Duadr. CD. Folglidy ift 
Duadr. AG==2 Quadr. AC+ 2 Quadr. CD. 

Es ift aber, weil XADG=R aud, Quadr. AG=QDuabr. 
AD 4 Quadr. DG (I, 47. ©.) Allein DG=BD, folglich 
Dnadr, AG = Quadr. AD + Quadr. BD und daher denn 
Duadr. AD + Quadr. BD= 2 Quadr. AC + 2 Quadr. CD, 


* 
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Der il. Sag. 


Yufgabe. 


Eine gegebene gerade Linie fo zu theilen, daß 
base Rechte aus der ganzen Linie und einem Abs 
fhnitte dem Quadrate des andern Abſchnitts 


gleich iſt. 


Es ſei Sig. 59.) AB die gegebene Linie, fo fol diefelbe in 
H fo getheilt werden, daß das Rechte aus AB und BH dem 
Quadrate von AH gleich ift. 

Yufldfung. 

Man bilde über AB das Quadrat ABDC (I, 46. ©.) hal⸗ 
bire AC inE (I, 10. ©.), ziehe BE, verlängere CA nad . 
Fbie EF=EB, bilde über AF dad Quadrat AFGH und vers 
längere GH bi K, fo ift die Linie AB im Puncte H auf die 
verlangte Art getheilt. | \ 

Beweiß | 

Da CE= EA ift und CA bis F verlängert wurde, fo ift 
Recht. aus CF und FA + Quadr. AE=QDuadr. EF (II, 6.6.) 
= Quabr. EB, weil EF=EB. Nun ift, weil xXBAE=R, 
Quadr. EB=Quadr. AB + Quadr. AE (I, 47. ©.) Folglich 
auh Quadr. AB + Quadr. AE — Red. aud CF und FA 
+ Quadr, AE (I, 1. Gr.) Wird nun beiderfeits dad Quas 
drat von AE mweggenommen, fo bleibt Recht. aus CF und FA 


‘ = Quadr. AB (I, 3. .Gr.) oder FK =-AD. Nimmt man 


beiderfeitd HC weg, fo ift auch FH=HD; allein ee ift FH 
dad Quadrat über HA und HD das Rechte qus DB und BH, 
oder auch aus AB und BH, weil DB—=AB; folglich ift Rechts 
et aus AB und BH= Duadrat über AH, 


Derm Sap. 


ehr f a tz. 
In jedem ſtumpfwinkeligen Dreiecke übertrifft 
das Quadrat der, dem ſtumpfen Winkel gegenüber 


fiegenden Seite bie beiden Quadrate der ihn eins 
fhließenden Seiten zufammengenommen, um dag 
Doppelte Rechteck aus einer diefer Seiten und auß 
ber ihr in verlängerter Richtung angefesgen Linie 
vom ftumpfen Winfel bis zu dem Lothe, weldes 
man auf fie von ihrem Gegenwinfel'herabzieht. 
Wenn (Fig. 60.) EAB das flumpfwinfelige Dreieck und 
‚BAC der ftumpfe Winkel, auch BD dag Leth ift, welches 
von B auf die verlängerte CA gezogen wird, fo ift das Qua⸗ 
drat von CB —= dem Quadrate von CA + Quadrat von AB 
+ 2 Recht, aus CA und AD. | 
— Bemweid Ä 
Da die Linie CD in A willführlich getheift ift, fo hat.man 
Quadr. CD= Quadr. CA + Quadr. AD+ 2 Recht. aus CA 
uhd AD (II, 4. ©.) Setzt man nun beiderfeits das Quadrat 
von BD hinzu, fo ift Quadr. CD+ Quadr. DB = Quadr. 
CA + Quadr. AD + Quadr. DB + 2 Red. aus CA und 
AD (I, 2. Gr.) Da nun der Winfel bei D ein Rechter ift, 
fo hat man Quadr. CD + Quadr. DB Quadr. CB (I, 47. 
G.) und ebenfo Quabr. AD + Quadr. DB = Quadr. AB. | 
Daher ift nun Quadr. cB= Quadr. CA + Quadr. AB + 
2 Recht, aus CA und AD. 


Der 13. Sap. 


tehrfag. 

Sn jedem fpigmwinfeligen Dreiede wird das 
Duadrat der, einem fpigen Winkel gegenüber, 
liegenden Seite von den Quadraten der ihn eins, 
fließenden Seiten zufammengenommen um das 
Doppelte Rechteck übertroffen, welches aus einer 
der einfchließenden Seiten und jenem Abfchnitte 
von ihr gebildet wird, ber zwiſchen dem ſpitzen 
Winkel und einem Lothe liegt, welches vom gegen. 
überliegenden Winkfelpuncte auf fie gezogen wird. 


Ka een "Ta EEE J 
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Es ſei ABC (Fig. 61.) das ſpitzwinkelige Dreieck und AD 
das von A auf BC gezogene Loth, ſo iſt das Quadr. von 
CB + Quadr. von AB=2 Recht. ans CB und BD + Quadr. 
von AC. 

Beweis 

Da die kLinie CB in D willkuͤhrlich geſchnitten iſt, fo iſt 
Quadr. CB + Quadr. DB — 2 Rechteck aus CB und BD + 
Duadr. DC (II, 7. ©.) Wird beiderfeitd das Quadr. AD 
zugefegt, fo ift Duadr. CB + Quadr. BD + Quadr. AD= 


2 Recht. aus CB und BD + QDuadr. DC + Quadr. AD. 


Weil nun bei D zwei rechte Winfel find, fo ift Quadr, BD 
+ QDuadr. AD = Quadr. AB, und Quadr. DC + Quadr. 
AD Ouadr. AC (I, 47. ©.) Folglich ift auch Quadr. CB 
+ Quadr. AB = 2 Recht. CB und BD + Quadr. AC. 


Der ik Gap. 


— | Yufgabe 


Menn eine gerablinige Figur gegeben iſt, fo 
foll ein Quadrat gebildet werden, welches ihr 


gleich iſt. 


Es ſei (Fig. 62.) A die gegebene geradlinige Figur und 
man ſoll ein Quadrat finden, welches ihr gleich iſt. 


Aufloͤſung. 

Man bilde ein Rechtek BD—=A (IL 45. S.) Sf nun 
BE = ED, fo ift BD das verlangte Quadrat. Sind aber 
die Linien BE und ED ungleich, fo verlängere man die gros 
fere BE nach F bi8 EF—= ED. Daun halbire man BF in 
G,“befchreibe aus G mit GB oder GF den Halbfreig BHF, 
verlängere DE bis H und ziehe GH, 


Beweis. 
Da bie Linie BF in G gleidy und in E ungleich getheilt 


iſt, fo iſt Rechteck aus BE und EF + Quadr. EG Quadr. 
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GE (U, 3. 8) = QDuadr. GH (CI, 15. Erfl.) Da nun bei 
E der rechte Winfel HEG ift, fo ift Quadr. GH Quadr. 
HE + Quadr. EG. Daher ift Rechte aus BE und EF + 
DQuadr. EG = Quadr. HE + Quadr. EG (I, 47. S) Nimmt 
man nun beiderfeitd Quadr. von EG hinweg, fo bleibt Recht. 
aus BE und EF—= A = Quadr. HE, 


\ 


Ende des zweiten Bude. 


Da6 1FX 
dritte Bud B 


der 


Elemente deg Euclidee. 
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Diefes Buch handelt: | 

1. Bon geraden Linien, welche in Bezug auf den Kreid 
theils fchneidende, theild besührende find. Sag 1—19. 

2. Bon Winkeln, deren Scheitel theils im Mittelpuncte, 
theils in der Peripherie des Kreifes liegen. Sat 20—34. 

3. Bon Redteden und Quadraten folcher Linien, welche 
zum Theil in dem Kreife, zum Theil an und auſſer demſelben 
ſi ich befinden. Satz 35— 37. 


r 
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sy 


Erllärungen bed dritten Buches. 


4. Kreiſe ſind einander gleich, in welchen die Durch⸗ 
meſſer oder die vom Mittelpuncte ausgehenden Linien (die 
Halbmeſſer) einander gleich ſind. 

2. Eine gerade Linie beruͤhrt den Kreis, wenn ſie 


denſelben trifft, ohne ihn in ihrer Verlaͤngerung zu ſchneiden. 


Mar nennt fie Tangente des Kreiſes.) 

5. Kreife berühren einander, wenn fie einander trefs 
fen, ohne ſich zu durchfchneiden. 

4. Sm Kreife find gerade Linien gleich weit vom 
Mittelpuncte entfernt, wenn die aus dem Mittelpuncte 
anf fie gefällten Lothe einander gleich find. . 

5. Sene gerade Linie ift aber weiter vom Mittelpuncte 
entfernt, worauf ein größeres Loth fällt. 

6. Ein Kreisabfhnitt (oder Segment) if jene 
Figur, welche von einer geraden Linie und einem Theile des 
Umfreifed (Kreisbogen) eingefchloffen wird. | 

7. Der Winkel des Kreisabfchnitte ift jener, wels 
cher von diefer geraden Linie und dem Kreisbogen eingefchloffen 
wird. . 

8. Der Winkel im n Kreisabfchnitte ift jenen; welcher 
von zwei geraden Linien gebildet wird, die von einem wills 
führlichen Puncte des Kreisbogens an die Endpuncte der gera⸗ 
ben Linie gehen, welche die Grundlinie des Abfchnittes 
ift. N . 

9. Da die, einen folchen Winkel einfchließenden Linien 
einen Kreiöbogen abfchneiden, fo fagt man, dieſer Dinte 
ſtehe auf Diefem Kreidbogen. 


4 


unmöglich ift CI, 9. Gr.) 
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10. Ein Kreisausfhnitt (Sector), iſt die Figur, 


/ 


, welche von den Schenfeln eines Winkels am Mittelpuncte des 


Kreiſes und dem von ihnen abgeſchnittenen Kreisbogen um⸗ 
ſchloſſen wird. 

11. Kreisabſchnitte ſind einander aͤhnlich, wenn ſie 
gleiche Winkel faſſen, oder wenn die Wintel in den Abſchnitten 
einander gleich Hab. 


Der 1. Sak. 
ww Aufgabe. 


Den Mittelpuntt eines gegebenen Kreifes zu 
finden. 


Es ſei (Fig. 63.) ABC der gegebene Kreis, und man ſoll 
feinen Mittelpunct finden. 
Yuflsfung. 
Man ziehe in dem Kreiſe eine willführliche gerade Linie AB, 
halbire fie in D, und errichte aus D die DC fenfrecht auf AB, 
Wird nun CD bis E verlängert und in F halbirt, fo ift F 


det gefuchte Mittelpunct. 


Beweis. = 
Wenn F der Mittelpunct des- Kreifes nicht wäre, fo fei 


irgend ein anderer, etwa G, dieſer Mittelpunct. Zieht man 


nun die GA, GD und GB, fo ift 
AD = DB, ferner 
GD = GD und endlich | 
AG = GB (I, 15. Erfl.) daher et 
ZXADG =X GDB (I, 8. ©.) und folglich jeder 
biefer Winkel ein Rechter CI, 10. Erf.) Nun ift aber auch 
X CDB=R, folglid wäre 
X CDB = & GDB (I, 10. Gr.), welches aber 


Zufaß. 

Hieraus folgt, daß, wenn im Kreife eine gerade Linie 
eine andere halbirt und auf ihr lothrecht fleht, in der ſchnei⸗ 
denden kinie der Mittelpunct des Kreiſes ſei. 


ad 
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Der 1. Sa 
- Lehrſa tz. 

Wenn eine gerade Linie zwei beliebige Puncte 
in der Peripherie eines Kreiſes verbindet, ſo faͤllt 
ſie innerhalb dieſes Kreiſes. 

In des Kreiſes ABC (Fig. 64.) Peripherie nehme man bie 
willführlichen Puncte A und B, und ziehe Die gerabe AB, fo 
liegt diefe innerhalb des Kreiſes. 

Bemweiß, 
| Menn biefe gerade Linie nicht innerhalb dieſes Kreifes liegt, 
fo falle fie aufferhalb, wie AEB. Nun nehme man des Kreifes 
. Mittelpunet D CIIL 1. ©.) und ziehe DA und DB. Dann 
ı nehme man zwifchen A und B in der Peripherie einen beliebigen 
| Punct F, ziehe DF, und verlängere fie bis E. Da nun hier 
‚DA=DB (I, 15. Erfl.), fo if 


— — — — — — 


_XDAE=XDBE (I, 5. S.) Nun iſt aber 


. DEB> XDAE (I, 16. S.), folglich auch 
DEB XDBE und daher 

DB DE (I, 19. ©) Es iſt aber 

DB = DF (I, 15. Erkl.) folglidy wäre 

DF > DE, weldyes unmoͤglich ift CI, 9. Gr.) 


Der 3 Sah. 


Lehrfar. 

Wenn im Kreife eine durch den Mittelpunct 
gehende gerade Linie eine andere nicht durch den 
Mittelpunct gehende halbirt, fo fıhneidet fie dies 
| felbe lothrecht; und wenn ſie dieſelbe lothrecht 

ſchneidet, ſo halbirt ſie auch dieſelbe. 

Es fei (Fig. 65.) ACB der Kreis, in welchem bie durch 
ben Mittelpunct gehende Linie DC die nicht durch den Mittels 
t „Hunct gehende AB in F halbirt, fo ftehen beide Iothredit auf 
| einander, und wenn bie durch den Mittelpunct gehende CD auf 
AB lothrecht fteht,, fo wirb AB durch fie halbirt. 


U 


m 
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Beweis, * 
Man nehme ben Mittelpunct bes Lreiſes E (IN, 4. S.) 
und ziehe EA und EB. 
1. Da CD die AB in F halbirt, fo ift 
AF == FB. Run ift auch 
EF — EF, und 
AE=EB (I, 15. Erkl.) Daher ift 
X AFE= x BFE (I, 8. ©.) und folglich die CD 
Jothrecht auf AB CI, 10. El.) 
II. Wenn aber CD auf AB fenfredit fieht, fo ift 
X AFE = x EFB (I, 10. Erfl.) Ferner ift 
AE=EB(I, 15. Erfl.) aud 


\ x EAF = x EBF (1, 5. ©.) endlich | 


EF =EF, folglich 
AF= BF (1, 2%. ©,) 


Der 4. Sap. 


Lehrſatz. Bu 

Penn in dem Kreife zwei nicht durch den Mittels 
punct gehende gerade Linien einander durchſchnei— 
den, fo balbiren fie einander nicht. 

In dem Kreife ABCD ‚( Fig. 66.) fchneiden die nicht durch 
den Mittelpunct gehenden Linien AC und BD einander in E; 
daher halbiren fie einander nicht. 

Beweis, 

Man nehme an, fie halbirten einander, fo wäre AE —EC 
und BE=ED. Nimmt man nun bes Kreiſes Mittelpunct F 
und zieht FE, fo wäre 

x FEA=3&FEB=R (IU, 3. ©). Folglich 
3 FEA = % FEB, weldyes unmoͤglich ift CI, 9. Gr.) 


Der 5 Sat. 


Te brf aß, 
Wenn zwei Kreife einander durchſchneiden, ſo 


haben ſie keinen gemeinſchaftlichen Mittelpunct. 


= u —epree —— — 


— —— — 


— — ——— 
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Wenn die beiden Kreife (Fig. 67.) ABC und CDG eins 
ander in B und C burchfchneiden, fo haben fie nicht einerlei 
Mittelpunct. 

Beweis. | 

Geſetzt, fie hätten einen gemeinfchaftlichen Mittelpunct E, 
jo ziehe man EC und die willführliche gerade einie EFG, fo 
it für den Kreis ABC die EC=EF 
und für den Kreis CDG die EC=EG (I, 15. Erfl.) 

folglich müßte auch EG=EF feyn (I, 1. Gr. J, welches 
aber unmoͤglich iſt (1, 9. Gr.) 


Der 6. Sap. 


\ Lehrfak. 
Wenn fich zwei Kreife inwendig berühren, fo 
haben fie feinen gemeinfchaftlihen Mittelpunct. 
Wenn die beiden Kreife (Fig. 68.) ABC und CDE ſich in 
dem Puncte C berühren, fo haben fie nicht einerlei Mittelpunct. 
— —Beweis. 
Wenn ſie den gemeinſchaftlichen Mittelpunct F hätten, fo 


‚wäre, wenn FC und die willkuͤhrliche Linie FEB gezogen wird, 
bei dem Kreife ABC die FC=FB und bei dem Kreife CDE bie 


FC=FE (I, 15, Erkl. ), 
daher waͤre auch⸗ FB=FE (I, 1. Gr.), welches aber 
widerfprechend iſt (1, 9. ©r.) " 


— 


Der 7. Sattz.— 


eehrſa tz. 

Wenn man im Durchmeſſer eines Kreiſes einen 
Punct auſſerhalb des Mittelpunctes annimmt, aus 
welchem gerade Linien zur Peripherie gehen, fo-ift 
die größte vomihnen diejenige, worin der Mittels 
punct liegt, ihre Reſt aber die Fleinfte; von Den 
übrigen aber ifi immer jene, welde näher beider 
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durch den Mittelpunct gehenden liegt, größer, als 
die entferntere; auch gehen von dieſem Puncte aus 
nur zwei gleiche gerade Linien auf beiden Seiten 
Der fleinften an den Umkreis. 

Es fei ACDK (Fig. 69.) der Kreis, AD deſſen Durdhs 
meffer, und F ein Punct auffer dem Mittelpuncte E Wenn 
nun von F die Linien FB, FC und FG an ben Umkreis gehen, 
fo ift FA die größte, FD die fleinfte; von den übrigen aber 
FB>FC, FC>FG. 

Bemweiß, 
I. Wenn man die geraden EB, EC und EG zieht, fo ift 
BE 4 EF FB (I, 20.6) Run ift aber 
BE =AE (I, 15. Erfl.), daher aud) 
BE + EF=AE +EF, und folglid) 
AF> FB. 

Da BE=CE (I, 15. Erkl.) EF — = EF und x BEF> 
CEF, fo it BF>CF (I, 24. ©.) und auf gleiche Weiſe 
FC>FG. 


Da GF + FE>EG (I, %. ©.) und Ä ’ 


EG=ED=DF +FE(CI, 15. Erkl.), fo ift 
.‚GF + FE>DF 4 FE, folglich 
GF > DF (I, 5. Gr.) 
II. Man fege an FE den Winfel FEH=&XFEG (I, 23. ©.) 
und ziehe FH, fo iſt, weil auch EH = EG (I, 15. Erkl.) und 
EF = EF, nun aud 
FH = FG (I, 4.6): 
Wäre mın auffer. FH noch irgend eine andere Linie, etwa FK, 
der FG gleih, fo wäre auch FK'= FH, welches unmöglich 
ift, da nad) dem Obigen die der AF näher liegende FK größer - 
it, ald die enfferntere FH. 
Oder, wäre FK= FG, fo ziehe man. EK. Rm ift auch 
KE=EG (I, 15. Erfl.) und EF=EF. Daher denn 
x KEF = X FEG (I, 8. ©.) allein ed war 
x FEG = % FEH; folglid; wäre 
3 KEF = % FEH, welches wiperfprechend ift. 
(I, 9. Gr.) | 
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' | Lehrſa tz. 

Wenn auſſerhalb eines Kreiſes ein Punct anges' 
nommen wird, und von demfelben gerade Linien 
zum Umfreife gehen, wovon eine nach dem Mittels 
puncte gehet, die andern aber ihn willführlich 
fhneiden, fo-ift unter jenen, weldhe au den hohlen 
Umfreisd gehen, die durch den Mittelpunct gehende 
die größte, und von den übrigen jede diefer näher 
liegende größer als die entferntere; unter denen 
aber, welche an den erhabenen Umkreis gehen, ift 
die zwifchen Dem angenommenen Puncte und dem 
Durdhmeffer liegende die kleinſte, und von den 
übrigen jede, der kleinſten naͤhere, kleiner als die 
entferntere; auch gehen vom angenommenen Puncte 
nur zwei gleiche gerade Linien auf beiden Seiten 
der kleinſten an den Kreis. N 

Es fei ACN (Fig. 70.) der Kreis, und D der Punct auſſer 


ihm, woraus DA, DE, DF und DC fo gezogen find, daß DA 


durch den Mittelpunct M geht. Hier ift DA die größte unb 
DG die Fleinfte diefer Linien. Auch it DE>EF, DF>DC, 


ſo wie au DK <DL und DL<DH ift. 


. — Beweis. 


Man siche aus dem Mittelpuncte M die ME, MF, MC, 
MH, ML und MK. 
L Hier it DM- + ME >DE (I, 20. ©) Allein 
- ME = MA (I, 15, Erkl.) folglich 
"DM + MA> DE Allein 
DM + MA =DA, folglid 
DA >DE. 
Da um ME = MF (I, 15. Erkl.) und 
MD = MD, ferner 
3 DME > x DMF, fo ift 
. DE > — Ch. ©.) 
Ganz auf ähnliche Art wird bewiefen, baß DF >> DC. 


/ 
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IM. Ferner it MK + KD>MD (I, 20: ©) Mlein 
MD = MG + GD. ifo 
MK + KD: > > MG + CD. Run iſt 
MK = MG (I, 15. Erfl.) daher 
" MG + KD>MG + CD. 
Solgtich auh KG > GD (I, 3. Gr.) ober 
DG < DK. ° 
Da nun in den Dreieden MLD und MKD.nady (I, 21. ©.) 
MK + KD< ML + LD, aber 
MK =ML (l, 15. Erkl.), fo ift auch 
"DK<DL (I, 3. ©r.) 
Und eben fo wird bewiefen, daß DL < DH. 

III. Set man an DM den Winfel DMB — Winfel DMK 
(I, 23. ©.) und sieht, DB, fo ift, weil MB=MK und MD 
beiden Dreiecken gemein, auch DB=DK (1,4. ©.) Wäre 
nun auffer der DB noch irgend eine andere, etwa DN, der 
DK gleich, fo müßte auch DN—=DB feyn (I, 1. Gr.), wel⸗ 
ches unmöglich ift, da nach dem Obigen die, der DG näher 
liegende DB Heiner als die entferntere DN ſeyn muß. 

Oper: Wäre DN = DK, fo ziehe man MN. Da hier 
„MN=MK und MD beiden Dreieden MDK und MDN gemein 
wäre,. fo muͤßte auch DMK = x DMN GI, 8. ©.) feyn. 

Allein x DMK = 3% DMB nach der Annahme; 
folglich wäre x DMN = 3% DMB, welches wider, 
fprechend ift CI, 9. Er.) 


GE Der 9 Sak. 


Lehrfag. 

Wenn von einem, innerhalb eines Kreifed anges 
nommenen Puncte mehr ald zwei. gleide gerade 
Linien zum Umfreife gehen, fo ift dDiefer Punct des 
Kreifes Mittelpunct. 

Es fei ABC (Fig. 71.) der Kreis und D ein Punct in 
demfelben, aus welchem die Linien DA — DB = DC zum 
Umfreife gehen, fo iſt D der Mittelpunct des Kreifes. 
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Bewei®. _ 
Man ziehe die Verbindungslinien AB und BC und halbire 
fie in Eund F (1, 10.8.) Ferner ziehe man DE und. DF, 


. welche beiderfeitö nach K und G, nach L und H verlängert 


⸗ 


| 
\ 


werden. 
Da hier AE = EB, aud 
ED = ED und 


AD = DB (1, 15. Erfl.) fo ift 


x AED = X DEB (1, 8. ©.) daher 

x AED=xXBED=R (I, 10. Erfl.) 
Und ed muß in KG der Mittelpunct des Kreifes liegen (III, 
1. ©. ) " 
Auf Ähnliche Art wird bewiefen, daß auch in HL ber 


-Mittelpunct ſei. Folglich it D diefer Mittelpunct. 


Ein anderer Beweis, 


Wäre (Fig. 72.) D nicht der Mittelpunct des Kreiſes, fo 


fei e8 irgend ein anderer, etwa E. Wird nun DE gezogen, 
und beiderfeitd bie zum Umkreiſe nadı F-und.G verlängert, fo 
it FG des Kreiſes Durchmeffer, und ed wäre DC größer als 
DB, auch DB größer ald DA (III, 8. ©.), welches ber Ans 
nahme DE=DB=DA widerfpricht. 


Der 10. Sah. Ä j 


eehrſatz. 
Ein Kreis kann einen andern in nicht mehr als 
in zwei Puncten durchſchneiden. 


Der Kreis ABC (Fig. 73.) kann von einem andern nur im 


zwei Puneten gefchnitten werden. 


Wenn bdiefer andere Kreis den Kreid ABC in ben drei 


Puncten D, Bund E fohnitte, fo ziehe man die Linien DB 

und BE, halbire jene in G, dieſe in F, errichte aus G Die 

GE lothrecht auf DB und aus F die FC Iothrecht auf BE und 

verlängere ‚fie nad) A und H, fo muß der Durchfchnittspunct 

L des Kreifes ABC Mittelpunct ſeyn (III, 1. ©.) Auf dies 
' 5 


1 
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felbe Art wird bewiefen, daß L auch der Mittelpintct des erften 
Kreifes fei, welches widerfprechend ift CIII, 5. ©.) 
Ein anderer Beweis. 

Wenn ber erfte Kreis den andern ABC (Fig. 74.) in dreien 
Puncten B, E und D ſchnitte, fo nehme man des Kreifes ABC 
Mittelpunct F CI, 1. &.) und jiehe FD, FE und FB, 
welche einander gleich find (I, 15. Erfl.) Daher wäre nun 
(nad III, 9. ©.) auch F der Mittelpunct des erften Kreiſes, 
welches widerſprechend it CIII, 5. S.) | 


Der 11. Sak: 


Lehrfag. 

Wenn fih zwei Kreife inwenbig berühren, fo 
geht jene gerade Linie, welde ihre Mittelpuncte 
verbindet, hinlänglich verlängert, durch den Bes 
rührungspunct beider Kreife, 

Wenn fidy die Kreife (Fig. 75.) ADE und ABC in A 
berühren, fo liegt diefer Punct A mit. den zwei Dittelpuncten 

in einer geraden Linie, 
| Beweis. 

Man nehme deö Kreifes ABC Mittelpunct F III, 1. ©.) 
und ziehe AF. Wäre nun in diefer AF, welche willführlich 
- verlängert werben fann, nicht auch der Mittelpunct des Kreiſes 
ADE, fo fei er irgendwo auffer AF, etwa in G. Man ziehe 
GF und verlärgere fie beiderfeits nach C und H. Wird nun 
die AG gezogen, fo ift 

AG + GF>AF (I, 20.6.) Allein 
AF=FH= HG + GF (I, 15. Erfl.) daher 
AG + GF>HG + GFund aud 
AG > HG (cl, 5. ©r) Nun war aber 
‚AG=DG (I, 15. Erkl.) folglidy wäre 
DG > HG, welches widerfprechend ift (III, 5.6.) 


| 
| 
| 





07 
Der 1. So  ,. 


Lehrſatz. 

Wenn ſich zwei Kreiſe auswendig berühren, fo 
geht die VBerbindungslinie ihrer Mittelpuncte 
durch den Berührungspunct. 

Wenn die beiden Kreife (Fig. 76.3 ABC und ADE fi 
anffen im Puncte A berühren, fo geht die Verbindungslinie 
ihrer Mittelpuncte durch diefen Punct A. 

Beweis. 

Wenn dieſe Verbindungslinie eine andere waͤre, und etwa 
die Linie FCDG vom Mittelpuncte F nad dem Mittelpuncte 
G, fo ziehe man die Linien AF und AG. Hier wäre nun 

AF=FC (I, 15. Erfl.).aud 
AG —= GD. Folglich müßte 

"AF + AG = FC + GD feyn, und daher auch 
FA +AG<FC+ CD +DG,d h. 

‚ AF+ AG < FG, ba doch nadı dem Frühern 
AF + AG > FG feyn muß (I, 20. ©.) 





Der 13. Saß. 


Lehrfag. 


Zwei Kreife koͤnnen fid von innen oder von auf 
fen nur in einem Puncte berühren. 
Beweis, 


1. Wenn der Kreis (Fig. 77.) ABCD von einem andern, 


in gwei Puncten B und D von innen berührt werden: koͤnnte, 
fo fei E der Mittelpunct des erfien und F jener dee zweiten 
Kreifed. Man ziehe die. Verbindungsfinie EF, fo muß diefe, 
beiderfeitd verlängert, die Beruͤhrungspuncte B und D einmal 
treffen (III, 11. ©.) | 
Da nun E der Mittelpunct ded erften Kreiſes ift, "fo muß 
DE = EB (I, 15. Erkl.) folglich and - 
DE > EB ſeyn. 


— — —— — 
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Nun iſt F der Mittelpunct des andern Kreiſes, folglich auch 
DF=FB(l, ı5. Erkl. ), welches mit jenem, daß 
DF > FB ift, im Widerfpruche fteht. 

1. Sollte aber der Kreis ABDC von einem andern in ben 
Puncten A und C von auffen berührt werden, fo ziehe man die 
Berbindungslinie AC. 

Da fich die Punite A und C im Umfange des erſten Kreifes 
ABDC befinden , fo fällt die Linie AC innerhalb dieſes Kreiſes 
(HI, 2. ©.) und daher aufferhalb des andern Kreiſes (III, 
3. Erkl. ) Nun find aber A und C aud) zwei Puncte in dem 
Umfange des andern Kreiſes, folglich muͤßte auch die Linie AC 


innerhalb dieſes andern Kreiſes liegen (III, 2. S.), welches 


dem Vorigen offenbar widerſpricht. 


D er 14. © a tzz. 


Rehrfag. 

Wenn in einem Kreife gerade Linien einander 
gleich find, fo haben fie auch gleiche Entfernung 
vom Mittelpuncte; und wenn zwei gerade Linien 
im Kreife vom Mittelpuncte gleiche Entfernung 
haben, fo find fie einander gleich. 

Wenn in dem Kreife (Fig. 78.) ABDC die AB= - CD if ‚ 
fo haben diefe Linien vom Mittelpuncte E gleichen Abftand, 
und wenn zwei Linien AB und CD vom Mittelpuncte E gleiche 
‚weit abftehen, fo ift auch AB=CD. 

"Beweis. 

, Man fälle aus E auf AB die-EF und auf. cD die EG Ioths 
rech (I, 42. ©.) und ziehe AE und EC, fpmuß AF=FB, 
und CG=-GD (11, 3: ©.) ſeyn. 
.L Wenn nun AB = CD,;fo ift auch 

AB = 1,Ch oder auch 
AF=CG (I, 7.6.) . 
"Da num E des’ Kreifes Mittelpunct ift, fo it and AE=EC 
cl, 15. Ertl.) und daher das Quadr. von AE = Quadr, von 
EC. Da aber die Winkel bei F und G rechte Winkel find, fo ift 


. — —— 
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DAE=QAF + OD. EF und auch 

Q.EC Q ce +09. EG C, 4.6) Daber if 
mn SB CE +DEG ° 
Teil aber AF= CG if, fo muß au . 

OQ. EF C O. EG CI, 3. Or. ) und demnach 
, EFZEG ſeyn, und es haben die Linien AB und 
CD vom Mittelpuncte E gleihen Abftand (III, 4. Erfl.) 

II. Wenn aber AB und CD gleiche Entfernung vom Mittels 
yuncte E haben, ober wenn EF=EG (III, 4 Erkl. ), fo ift, 
weil nun wie zuvor | | 

S.AF+DEF=D2.CCG+HOD. EG iſt, und auch 
Q. AF O. CG CI, 3. Or.) nunmehr 
AF=CG. Da aber “ 
AB = »AF, und | | 
CD = 2CG, fo muß au ’ 
AB = CD feyn CI, 6. ©.) 








Der 15. Sap. 


Lehrſa tz. 

In dem Kreiſe iſt der Durchmeſſer die groͤßte 
Linie, und von den übrigen in ihm gezogenen jede 
dem Mittelpuncte näher liegende größer als die 
entferntere. 

Es fei ABCD (Fig. 79.) der gegebene Kreis, AD fein 
Durchmeffer und E fein Mittelpunct, fo ift AD bie größte 
Linie in demfelben, und wenn BC näher beim Mittelpuncte iſt 
als FG, fo iſt BC größer als FG. | 

Beweis. 

Man ziehe aus E auf BC die EH ımb auf FG die EK loth⸗ 

recht (I, 12. ©.) fo it EK>EH cl, 5 Ertl.) Daher 


mache man EL=EH (I, 3. S.), errichte auf EK in L bie . 


LM fenfrecht und verlängere fie bi N; auch ziehe man EM, 
EN, EFund EG. 
Da nun EH = EL, fo ift auch 
‘BC = MN CIill, 14. ©.) Run ift aber 


| 70 


ME + EN > MN (I, 20. S.) Daher auch 
ME. 4 EN > BC. Allein 
ME +EN>AD (I, 15. Erkl.) Daher 
AD>BC. Daferner, 

„ME= — FEmd 

VF EN EG (1, 15, Erkl. aber 

MEN > x FEG, fo iſt Ä 
MN > FG (I, 24. S.) Es if aber. 
MN == BC daher denn . 
’ BC >F6. u 


Lehrſa tz. 

Ein aus dem Endpuncte des Durchmeſſers anf. 
denfelben errichtetes, Roth fällt aufferhalb des 
Kreiſes; ferner fällt zwifchen dieſes Loth und den 
Umfreis feine andere gerade Linie, und endlich ift 
der Winkel des Halbfreifes größer; fein Reft aber 
fleiner, als jeder geradlinige fpige Wintel. 

Wenn ABC (Fig. 80.) der Kreis, BA fein Duxchmeſſer, 
und AE das auf feinen Endpunct A errichtete Loth ift,. fo fällt 
daffelbe ganz aufferhalb des Kreifes; auch kann zwifchen dieſes 
Loth AE und den Kreißbogen AHC feine andere gerade Kinie 
. fallen. Endlich ift der Winfel, welder vom Durchmeffer BA 
and dem Bogen AHC gebildet wird, größer; jener aber, 
welchen das Loth AE mit eben diefen Bogen AHC bildet, 

tleiner ‚als jeder ſpitze Winkel. 
Beweis. na 

1. Wenn dieſes Loth AE nicht ganz auſſerhalb des Kreiſes 
‘fiele, fo nehme man an, es falle innerhalb deffelben, wie AC; 

fo, daß nun der Winfel BAC ein Rechter wäre. 
Wird nun DC gezogen, ſo muͤßte, weil DC=DA (I. 15, 
Ertl.) nun auch ZDCA=3<DAC feyn (1, 5. ©) und es 
wären in dem Dreiede CDA zwei Winkel’ zufammengenommen 
zweien Rechten gleich, was unmöglich if (1, 17. ©.) 


7a , 
IL Wenn num zwifchen dem Bogen AHC und das Loth 
AE eine gerade Linie, wie FA fiele, fo ziehe man auf Diefe 
FA aud D dad Loth DG (I, 12. ©. ) fo it nun, weil DGA 
ein rechter Winkel ift, auch 
X DGA > X DAG (I, 17. ©.) daher 
DA >DG (I, 19. ©) Allein 
DA = DH (I, 15. Erff.) daher wäre 
DH > DG, welches widerfprechend ift CI, 9. Gr.) 
ul. Wäre jener Winkel, welchen der Durchmeſſer BA mit 
bem Bogen AHC bildet, micht größer, und der ‘Winkel, welchen 


.der Bogen AHC mit dem Lothe AE bildet, nicht Fleiner, als 


irgend ein geradliniger fpiger Winkel, welchen der Durchmeffer 
BA und eine gerade Linie bildete, fo müßte diefe gerade Linie 
jwifchen den Bogen AHC und das Roth AE fallen, wie etwa 
AF welches nach dem Vorigen unmoͤglich iſt. 

Zuſa tz. 

Hieraus folgt nun, daß ein aus dem Endpuncte des Durch⸗ 
meſſers auf ihn errichtetes Loth den Kreis beruͤhrt, und daß 
eine gerade Linie den Kreis nur in einem Puncte berühren 
fann, da jede gerade Linie, welche zwei Puncte des Umkreiſes 


verbindet, innerhalb des Kreiſes liegt (III, 2. S.) 


Der 17. Sapß. 


Aufgabe. N 


Bon einem aufferhbalb des Kreifes gegebenen 
Puncte eine gerade Linie an den Kreis zu ziehen, 
weiche ihn in einem Puncte berührt. 

Wenn (Fig. 81.) CDB der gegebene Kreis und A ber gege 
bene Punct ift, fo fol von A eine gerade Finie gezogen wer⸗ 
den, welche den Kreis CDB in einem Puncte berührt. 

Aufloͤſung. 
Man nehme des Kreiſes Mittelpunct E (III, 1. &.) ziehe 


‚EA und befchreibe aus E mit diefer Linie EA den Kreis AFG, 


ertichte auf AE and D die Linie DF lothrecht CI, 11. S.) 
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siche fowohl. EBF als AB, fo ift AB jene Linie, welche den 
Kreis CDB in einem Puncte berührt. 
Beweis. 
Da hir EA=EF (I, 15. Erkl.) ferner . 
EB = ED, eandlidy 
X AEF=% AEF, fo ift audı 
"x EBA=XEDF (1,46) Allein 
3 EDF=R, folglid | 
—EFBA = R. Daher ficht die AB lothrecht auf EB 
und kaun fomit den Kreis CDB nur in einem Puncte berühren 
CIII, 16. ©.) 





Der 18. Saf. 


Lehrſa tz. 
Wenn eine gerade Linie den Kreis berührt und 
man zieht vom Mittelpuncte nad dem Berührungds 
puncte eine andere gerade, fo fteht dieſe auf der 
Beruͤhrungslinie lothredt. 

Wenn DE (Fig. 82.) die Berührungslinie bes Kreifed ABC 

im Puncte C ift, und man zieht FC, fo ift FC ein Loth auf DE. 
Beweis. 

Wenn diefe FC nicht fenfrecht auf DE wäre, fo fei es irgend 
eine andere von F nady DE gezogene Linie, etwa FG. Daher 
wäre x FGC—=R, und fomit 

x. FCG < x FGC (I, 17. ©.) Daher denn auch 
FC FG (1, 19, ©.) Es ift-aber 
FC=FB (I, ı5. Erfl.), folglich wäre 
FB > FG, welches unmöglich it CI, 9. Gr.) 


u Der 19. Sa. 
u ehrſa tz. 

Wenn man aus dem Beruͤhrungspuncte einer den 
ben Kreis berührenden geraden Linie ein Loth auf 
fie. errichtet, fo liegt in demſelben des Kreiſes 
Mittelpunct. 


— — ı 7 SEE. — — 
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Wenn (Fig. 83.) DE den Kreis ABC in C berührt und 
CA lothrecht auf DE fteht, fo muß in CA ber Mittelpunct des 


. Kreifes feyn. 


Beweis. | 
‚Penn der Mittelpunct des. Kreifes nicht in CA liegt, fo 
liege er aufferhalb derfelben , etwa in F. Zieht man die 
gerade FC, ſo muß 
X FCE — R feyn (II, 18. ©.) Es iſt aber 
X. ACE R, nach der Annahme, folglich wäre 
3 ACE = FCE, welches widerſprechend iſt (I, 9. Gr.) 


Der 2W. Sah. 


Lehrſatz. 

In jedem Kreiſe iſt der Winkel am Mittelpuncte 
(Centriwinkel) noch einmal fo groß, als der Win 
tel am Umfange cPeripheriewinfel),. wenn beibe 
auf dem naͤmlichen Bogen fichen. 

Es fei (Fig. 84.) im Kreife ABC der Winfel BEC auf 


dem nämlichen Bogen, worauf X BAC fteht, io if jener noch 


einmal fo groß, als diefer. j 
Beweid . - 


I. Es befinde ſich des Kreifes Mittelpunct E zwifchen den 


Schenfeln des Peripheriewinfeld BAC. . 
Wenn man die AE zieht und bis F verlängert, fo iſt 
 EA=EB(l, 15, Erkl.) daher 
x EAB = x EBA (1,.5. ©.) und 
x BEF= 2% EAB (I, 3. ©.) 
Ganz auf ähnliche Art wird bewiefen, daß 
% FEC = a x FAC, daher ift 


“x BEF + X FEC = 2.% BAF + 2 X FAC, folglid 


X BEC=.a% BAC. 

II. Befindet fich aber des Kreifes Mittelpunct E aufferhalb 
der Schenfel des Peripheriewinfeld BDC, fo ziehe man DE 
und verlängere fie nach G. Nun wird auf aͤhnliche Art, wie 
zuvor bewiefen ; daß | 


{ 
= 
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x GEC = 2 x GDC, ımd audı 
3 GEB 2 x GDB ift, daher muß auch 
X BEC = 2 X BDC feyn (I, 3. Gr.) 


‚Der 1. Sa tz. 


Lehrſatz. 
| Sn jedem Kreife find die Winkel, weldhe in einer 
. Sei Abfchnitten liegen, einander gleich. 
Es ſei AEDB (Fig. 85.) der gegebene Kreid und BDEAB 
ein Abfchnitt in ihm, in welchem fi die Winkel BAD und 
BED befinden, fo ift 3 BAD==3 BED. 
Beweis. 
En nehme des Kreifes Mittelpunct F, und ziehe FB und 
FD, fo. 
3 BFD x 2 x BAD (III, 20. S.) und 
_XBFD = 2x BED. Folglich iſt uch 
2 x BAD = 2 x BED und 
X BAD = x BED. 





Der 22. Sash. 


Lehrſa tzz. 

Wenn ſich im Kreiſe eine vierſeitige Figur befin— 
det, fo find ihre gegenuͤberliegende Winkel paar 
weife zweien Rechten gleich. 

Es fei (Fig. 86.) in dem greife 4 ABCD das Viered ABCD 
befchrieben,, fo ift Ä 

3 ABC + X ADC = aR und auch 
x DAB 4 x DER = ak. | 
Beweis. 
Menn man die Querlinien AC und DB zieht, fo ift 
3x CDB = x BAC, und 
x BDA = x ACB (clil, 21. ©.) Folglidy. ift 
x ADC = x BAC + & ACB.dl, 2. Gr.) allein 
3 ABC = X ABC, fomit | 


— — — — 


——— — — — — — — — — — — 
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ADPCX ABCBACAXACB ABC. Allein 

XBAC 4XACBXABC R (I, 32. ©.) Folglich iſt 
| I ADC+ 3X ABC =aR. 

Auf ähnliche Art wird auch bewiefen, vaß3CBAD + 3LDCB==aR. 


Der 3 Sa, 


Lehrſatz. 
Auf einer gegebenen geraden Linie koͤnnen nicht 


zwei Kreisabfehnitte an einerlei Seite befchrieben 


werden, welche einander ähnlich und ungleich find. 

Auf die gegebene Kinie,AB (Fig. 87.) koͤnnen nad, einer 
Seite hin nicht zwei ähnliche, aber ungleiche Kreisahfchnitte 
befchrieben werden. 

- Beweis, 

Penn zwei ſolcher Kreisabſchnitte auf AB moͤglich waͤren, 
fo ſeien ACB und ADB dieſelbe. Zieht man hier die AD will- 
führlich, verlängert fie über D bis C und zieht nun die Linien . 
BD und BC, fo müßte, weil beide Abfchnitte einander ähnlich _ 
wären, ADB = 3% ACB feyn (III, 11. Ertl.) welches 
widerſprechend iſt (I, 16. ©.) 


Der 24, Say 


u Lehrſa tz. 

Wenn ähnliche Kreisabſchnitte über gleichen 
geraden Linien fiehen, fo find fie einander gleich. 

Es feien die Kreisabfchnitte (Fig. 88.) AEB und CFD auf 
den gleichen geraden Linien AB = CD ertichtet, ‚fo find fie eins 
ander felbft gleich. 

Beweis. | 

Man bringe den Ahfchnitt AEB fo Aber den Abfchnitt CFD , 
daß A auf C und AB längs CD fällt, fo muß, weil AB=CD, 
auch B auf D fallen. Da nun die Abfchnitte AEB und CFD, 
über CD liegend, einander Ahnlidy find, fo können fe nicht 
ungleich ſeyn CI) 23. ©.) 


- .% 


Der 25. Sach. 


Aufgabe. 


Wenn ein Kreisabſchnitt gegeben iſt, ſo ſoll der 
ihm zugehoͤrige Kreis beſchrieben werden. 

Es fei ABC (Fig. 89.) der gegebene Abſchnitt, und man 
fol den Kreis befchreiben, welckem er angehört. 

Aufloͤſung. 
Man halbire AC in D (I, 10. ©.) und ziehe auf AC aus 
D die DB lothrecht CI, 11.8.) Wenn nun die gerade Linie 
"AB gezogen ift, fo ift entweber 
3 ABD BAD, ober, 
3 ABD = X BAD, oder ABD K BAD. 
Beweid 

I. Wenn ZZ ABD>3BAD ift, fo fege man an BA ben 
Winkel BAE, welcher dem Winfel ABD gleich iſt CI, 23. ©. ) 
und verlängere BD bi8 E, Hier ift num 

EA = EB (Il, 6. ©.) und weil ferner 
AD = DC, aud 
DE = DE, und endlich | 
X ADE=XALDE=R (I, 4 ©.) fo muß aud - 
AE = EC ſeyn (I, 4 ©.) daher ift | 
EA = EB = EC und folglidy der Punct E Mittels 
punct ded Kreifed ABC CIII, 9, ©.) 

In diefem Fale.muß der Abfchnitt ABC Fleiner als der 
Halbfreis ſeyn, da’ der Mittelpunct E aufferhalb diefes Abs 
ſchnittes Tiegt., 

11. Benn aber (&ig. 90.) XZABD=3BAD, fo iſt auch 

AD=BD (I, 6. ©.) Run 
ift aber AD=DC, baher auch D- 
der Mittelpunct bes Kreifed ABC (III, 9. ©.) 

In diefem Falle ift der Abfchnitt ABC ein Halbkreis, weil 
AC der Durchmeffer ift. 

III. Wenn aber (Fig. 91.) ZABD<XBAD, fo. ſetze 
man an BA einen Winfel BAE, welder dem Winfel ABD 
gleich it CI, 23. ©.) und ziehe EC, fo wird auf vollkommen 


- we - 
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ähnliche Art wie zuvor bewieſen, daß AE=EB=EC und 


folglich E der Mittelpunck ded Kreifes ABC ift. 


Sn dieſem Kalle muß der. Abfchnitt ABC größer als ein 
Halbfreis ſeyn, weil fih der Mittelpunct E innerhalb des 
Abfchnittes befindet. 0 


Der 6. Sap. 


Lhrſa tz. | 
Wenn in gleichen Kreifen gleiche Gentriwinfel 
ober gleiche Peripheriemwrnfel vorhanden find, fo 
ftiehen fie auf gleichen Bogen. 
Penn in den Kreifen (Fig. 92.) ABKC und DELF die 
gleichen Gentriwinfel BGC und EHF ober die gleichen Peris 
pheriewinfel BAC und EDF gegeben find, fo iſt der Bogen BKC 
bem Bogen ELF gleid,. 
Beweis. 
Wenn man bie Linien BC und EF zieht, fo ift, weil bie 
beiden Kreife einander gleich find, 
BG=GC=EH=HF (II, 1. Erkl.) Nun ift aber 
XBGC=XEHF, folglich aud, 
‚BC=EF (I, 4. ©.) weil aber ferner 
3 BAC=XEDF, fo find die Segmente BAC und EDF 
einander ähnlich (III, 11. Erkl. ), daher auch einander gleich 
(III, 24. ©) Da.nun aber auch die ganzen Kreife einander 
gleich find, fo muͤſſen es ebenfs die andern Segmente BKC und 
ELF und folglidy auch die Bogen BKF und ELF ſeyn. 


j Der 7 Sa. 
| Lehrfap. 

Wenn in gleichen Kreifen Gentriminfel oder 
Peripheriewinfel auf gleichen Bogen ſtehen, fo 
find fie einander gleich, | 

Wenn in den gleichen Kreifen (Fig. 93.) ABC und DEF 
Die Gentriwinfel BGC und EHF oder die Peripheriewinfel BAC 
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und EDF auf gleichen Bogen BC und EF fiehen, fo tft BGCC 
=xEHF und X BAC = x EDF. 
Beweis, 
Menn X BGC = x EHF, fo ift auch 
3 BAC = x EDF (III-, 20. ©.) 

Wenn nun die Wintel BGC und EHF einander ungleid; wären, 
fo fei etwa 3<-BGC > X EHF. Nimmt man nun 

x BGK= x EHF, fo ift 

Bog. BK = Dog. EF (III, 26. ©.) Es ift aber 

Bog. BC Bog. EF nad) der Annahme; folge 
lich müßte Bog. BC = Bog. BER feyn, welches widerſprech⸗ 
end if CI, 9. Gr.) 


Der 28, Saß, 


Lehrſa tzz. 

In gleichen Kreiſen ſind die von gleichen gera— 
den Linien abgeſchnittenen Bogen einander gleich, 
naͤmlich der groͤßere dem groͤßern, und der kleinere 
dem kleinern. 

Wenn in den gleichen Kreiſen (Fig. 94.) ABC und DEF 
die Linie BC=EF ift, fo muß auch Bog. BAC = Bog. EDF 
‚ und Bog. BGC== Dog. EHF ſeyn. 

Beweis, | 

Man nehme der gegebenen Kreife Mittelpuncte K und L, 
und ziehe die Linien BR, KC, EL und LF, fo ift, da beide 
. Kreife einander gleich top, 

Ä BR =KC=EL=LF (II, 1. Ertl.) 

Es ift aber auch BC = EF, folglidy 
% BKC = X ELF (I, 8. ©.) daher denn 
Bog. BGC = Bog. EHF (III, 26. ©.) und fomit 
auch, weil beide Kreife einander glei find, Bog. BAC = 
Dog. EDF. 


— — —— — — — — — —— — — 
. 


| 
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Lehrſa tz. 

Wenn in gleichen Kreiſen gerade Linien gleiche‘ 
Bogen abfchneiden, fo find diefe gerade Linien 
einander gleid. 

Es feiert in den gleichen Kreifen (Fig. 95.) ABC und DEF 
durch die Linien BC und EF die gleichen Bogen BGC und EHF 
abgefchnitten, fo ift BE=EF. 

Beweis. 
Wenn man ber beiden Kreife Mittelpuncte K und L nimmt, 
und die Linien BK, KC, EL und LF zieht, fo muß 
BKR=KC=EL=LEF ſeyn (II, 1. Erkl.) Daaber 

Bog. BGC = Bog. EHF, fo ift X BKC = x ELF 

(II, 27. ©.) und daher BE = EF (I, 4. ©.) 


Der ‚30. Sak. 


Yu f gabe 
Einen gegebenen Kreisbogen zu halbiren. 
Es fei ADB (Fig. 96.) der gegebene Kreisbogen ‚und man 
fol benfelben halbiren. 
Aufldfun g. 
Man ziehe die Verbindungslinie AB, halbire fie ın C 
(I, 10.©.), errichte aus C auf AB die CD Iothrecht (I, 41, ©.) 


Bemweiß, 
Da hier AC= CB, ferner ı 
CD = CD und 


X ACD=3XBCD=R, fo ift, wenn die Rinien 
AD und DB gezogen werben, auch 
AD=DB (I, 4 ©.) folglidy auch 
Bog. AD Bog. DB (III, 28, ©.) 


Der 31. Sap. 


Lehrſa tz. 
Der Winkel im Halbkreiſe iſt ein Rechter, aber 
der Winkel im groͤßern Abſchnitte iſt kleiner, als 


x 80 
ein Rechter und der Winkel im fleinern Abfchnitte 
ift größer, ale ein Rechter; auch ift der Winfel des 
größern Abfchnittes größer und der Winfel deg 
Fleinern Abſchnittes kleiner, als ein Rechter. 

Es fei (Fig. 97.) ABCD der gegebene ‚Kreis, BC fein 
Duschmeffer, E fein Mittelpunct, auch feien BA, AC, AD 
und DC gezogen, fo-ift ZBAC=R; aber XABC<R und 

XADC R. Ferner ift der Winfel des größern Abfchnittes, 
welcher vom Bogen CBA und der geraden Linie AC gebildet 
wird, größer .ald ein Rechter; der Winkel aber, welcher. von - 
dem Bogen CDA und ber geraden Linie AC ‚gebildet wird, 
‚ Heiner ald ein Rechter. 

Beweis. 

J. Man ziehe EA und verlängere BA über A 2) F. 

Da bier EB = EA (I, 15. Erkl.) und 
EA = EC, fo ift auch 

x FAB= Z ERA (I, 5. ©.) und 

3 EAC = x ECA, daher auch 
| 3 BAC = x EBA + x ECA.(I, 2. Gr.) 

Es ift aber XFAC=XEBA + XECA (I, 3. ©.) daher. 

“ au XBACXXFAC (1, 1. Gr.) fomit X FAC= 37 BAC 

=R (I, 10. Erfl.) 
Dder: Da x AEC= 2% BAE (1, 32. ©.) und 
X AEB = 2% EAC, fo ift au 
X AEC + x AEB= 2a x BAC. Es ift aber 
X AEC + x AEB'= aR (1, 13. ©.) daher auch 
2% BAC = 2aK und endlidy 
x BAC=R. 
I. Da in dem Dreiede ABC, nad) dem Frühern, 
3X ABC + X BAC< ak (I, 32. ©) aber 
XBAC=R, fo muß auch 
Zr ABC<R feyn. , - 
II. Da nun in der vierfeitigen Figur BADC, nad; dem 
Srühern, x ABC + XADT ZC 2R (IN, 22. ©) aber 
_xAB ABC <R, fo ift auch 
_—xXADCD>R. 


⸗* 





81 


IV.. Daß ber von bem Bogen CBA und ber geraben 


Linie AC gebildete Winfel größer, ale der Rechte fei, folgt 


offenbar daraus, daß er größer, als der rechte Winfel CAB ift, 

V. Daß aber der von dem Bogen CDA und der geraden 

Linie AC gebildete Winkel kleiner, als ein Rechter fei, geht 

darans hervor, daß er Fleiner, al& der rechte Winkel CAF ift, 
zufaß. 


“ Hieraus folgt, daß, wenn in einem Dreiede ein Winfel fo groß 


ift, als die beiden übrigen zufammen, jener Winkel ein Rechter 


fei, weil fein Nebenwinfel diefen beiden andern, und daher 


ihm ſelbſt gleich ift, folglich ein Rechter fegn muß CI, 10. Ertl.) 


. Der 2. Soap. 


Lehrſa tz. 
Wenn eine gerade Linie den Kreis berührt, und 


aus diefem Berührungspuncte eine andere gerabe 


den Kreis fchneidet, fo find die Winkel, welde fie 
mit der beräbrenden Linie bildet, den Winfeln in 
den verwechfelten Kreisabfchnitten gleid. 

Der Kreis (Fig. 98.) ABCD habe EF in B zur Berührs 
ungslinie, und BD fei die fehneidende, fo find die Winfel, 
welche DB mit EF bildet, den Winfeln in, den verwechfelten 


' Kreisabfchnitten gleich; das heißt, der Winfel FBD ift dem 


Winkel in dem Abfchnitte BAD, und der intel EBD dem 
Winkel in dem Abfchnitte DCB gleich. 
Beweis. 

- Man errichte auf EF aus dem Puncte B die BA lothrecht 
(I, 11. S.), nehme in dem Bogen BD einen willführlichen 
Punct C und ziehe die geraden BC, CD und DA. 

Da fih in dem Lothe, BA der Mittelpunct, des Kreifes 
befindet (III, 19. ©.), fo ift BA des Kreiſes Durchmeffer, und 

X ADB=R (IN, 31. ©.) und daher 

x ADB X ABF, ſomit auch 


3 ADB = x DAB + X ABD (I, 32. S.) Folglich 


3% DAB + X ABD = x ABF, da aber 

x ABD ABD= x ABD, fo iſt 

x DaB = x FBD d, 3. en Da ferner 
6 
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x FBB + & EBD — = aR 1; 13. S.) und in der 
yierfeitigen Figur ABCD auch 
3 DAB + x DCB =aR (II, 9.68), foif 
3 DAB + 3% DCB = x FBD + 3% EBD. Run ift aber 
0.30 DAB = 3% FBD, daher u 
x DCB = x EBD (I, 3, ©r.) 


Der 3. Sa. 
Yufgabe 

Auf einer gegebenen geraden Linie einen Kreis 
abfchnitt zu befchreiben, welcher einen gegebenen 
gerablinigen Winkel in fish faffet. _ ri 

Wenn (Fig. 99.) AB Die gegebene gerade Linie it, fo fol 
auf derfelben ein Kreisabfchnitt gebildet werden, welcher den 
gegebenen. Winkel C in fich faffet. | 

Aufloͤſung. 

Der gegebene geradlinige Winkel C ift entweder ein ſpitzer, 
oder ein rechter, ober ein ftumpfer Winfel, j | 

I. Wein XC<R, fo lege man an A der Linie BA den 
Winkel BBD=3C (I, 23. ©.) wodurd) BAD<R if. Run 
errichte man aus A auf DA dag Loth AE CI, 11. ©.) halbire AB 
inFcl, 10. ©.) errichte aus F auf AB das Loͤth FG, und 
ziehe GB. 

⸗ | Beweiß, 
Da hier AF = FB, ferner 
FG = FG, und endlich 
zZ AFG=XCBFG—=R, fe ift 
"TAG=GE cl, 4. ©) Run befchreibe man aus 
0 mit GA==GB ven Kreis ABE und ziehe BE. 
Da nun die AD auf dem Durchmeffer AE ſenkrecht ift, fd 
‚ berührt fie den Kreis in A (III, 16. ©.) und es iſt 
| BAD = X AEB (II, 32,6.) Allein 
x BAD = x C, x C;,.folglich auch 
x AEB=C —— 

II. Wenn (Fig. 100. C&8* KR ift, ſo ſetze man an BA den 
Winkel BBD=3XC (CI, 23. ©.), halbire AB in F, beſchreibe 
aus F mit FA==FBben Kreis AEB, nehme in feinem Umfange 
einen willführlichen Punct E und ziehe AE und EB. 
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Beweis. 8 
Es ift Mar, daß AD wieber eine Tangente bed Kreiſes 


(II, 16. ©.) und daher xBAD=xC=xXAEB iſt 


(IH, 32. ©.) | 

I. Wenn (Fig. 101.) XC>R, fo fege man an BA 
-den Winfel BBD=3C (I, 23. ©.), errichte auf DA in A 
die AE Iothrecht CI, 11. S.5, halbire AB in F, errichte auf 
fie aus F die FG ſenkrecht, und ziehe GB. Nun iſt, weil AF 
=FB, FG=FG und XAFG=XxXBFG=R, audı AG=BG 
(I, 4.6.) Daher befchreibe man aus G mit GA=GB den 
Kreis AEB, nehme in dem Bogen AB den willführlichen Punct 
H und siche HA und HB. > 

Bemwei 8, 

Da wiederum AD auf dem Dutchmeffer AE lothrecht ſteht, 
fo iſt ſie eine Tangente (III, 16. ©.), folglich muß 3< BAD 
=XGCG=3%AHB feyn (UI, 32, ©.) 


Der 34, Sah. 


Yufgabe 


Wenn ein Kreis gegeben ift, fo foll man von 
dbemfelben ein Segment'abfchneiden, worin der 
"Winkel einem gegebenen Winkel gleich ift. 

Es fei (Fig. 102.) ABC der gegebene Kreis, von welchem 
ein Segment abzufchneiden ift, welches den ‚gegebenen Winkel 
D enthaͤlt. 

Yufldfun g. 

Man ziehe an den gegebenen Kreis eine Tangente EBF 
CIT, 17. ©), fete an FB im Berührungspuncte B einen - 
Winkel FBC=3D (I, 23. ©), nehme in dem Umfange 
BAG einen willführlichen Punct A und ziehe die geraden Linien 
BA und AC. | 
Bew eni s. 

Da die Linie EF eine Tangente des Kreiſes ABC iſt, fo 
muß auch X FBC = 3% BAC feyn (MI, 32,6.) Allein 

3 FBC = % D, folglid 
xBAC=xD. 


. 7 
Der 35 Sak. 


Lehrſa tz. | 

Wenn fih in einem Kreife zwei gerade Linien 
durdhfchneiden, fo ift das Rechte aus den Abfchnits 
ten der einen dem Rechtecke aus den Abfchnitten der 
andern gleid. ‚ 

Wenn fi in dem Kreife ABCD (Fig. "108, ) bie geraden 
Linien AC und BD im Puncte E durchfchneiden,, fo ift das aus 
AE und EC zu bildende Rechted dem NRechtede aus BE und 
ED gleich. 

Beweis, 

J. Wenn der Durchfchnittspunct der beiden Linien im 

Kreife fein Mittelpunct ift, wie Fig. 103., fo fino die Abfchnitte 


AE und EC, BE und ED einander gleich CI, 15. Erfl.) und . 


ed muß daher bad Rechteck aus AE und EC dem Rechtecke aus 
BE und BC gleich ſeyn. 

I. Wenn aber (Fig. 104.) der Durchfchnittöpunct E der 
ſich fehneidenden Kinien AC und BD nicht der Mittelpunet bes 
Kreifes ift, fo fei F diefer Mittelpunct. Zieht man nun aus 
F auf AC das Loth FG, und auf BD dag Loth FH, und dann 
die Linien FB, FE und FC, fo ift 

AG = GC (III, 3. ©.) alfo 

Recht. aus AE u. EC4 Q. GÆS OQ. 6GC (I, 5.6.) Aber 
Q. GPSO. CGF. Daher 

- Reht.aus AEWEC+O.CE+DQ.CF=D.CGCH+ÄGF 

CI, 2. Gr.) Weil aber bei G rechte Winkel find, fo ift auch 

Q. GE 4 O. GCFO. FE (I, 47. ©.) und 

Q. GC + OQ. GCFBO. FC, daher iſt 

Recht. aus AE u. EC+ Q. FE + O. FC. 

Auf ganz ähnliche Art wird bewiefen, daß 
Recht. aus DE. EB+O. FE + OD. FC, folglid, ift 
Recht. aus AEn.EC+D.FE=NRedt. aus DEu. EB+ O. FE. 
Und daher auch, wenn beiderfeitd Q. FE meggenommen wird, 

‚ Recht. aus AE u. EC Recht. aus DE u, EB, 


‘ 


! 





_ 
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Der 36. Sak. 


Lehrſantz. 
Wenn man auſſerhalb des Kreiſes einen will 


kuͤhrlichen Punct nimmt, von weldhem eine ben 


Kreis fchneidende und eine andere ihn berührende 
Linie gezogen wird, fo ift das Rechteck aus ber 
ganzen ſchneidenden Linie und ihrem aufferhalb 
Des Kreifes liegenden Abfchnitte dem ‚Quadrate ber j 


beruͤhrenden Linie gleich. 


Penn vom Puncte D ( Fig. 105.) die Linie DA den Kreis 
CBA in C und A ſchneidet und die Linie DB denfelben in B 
berühret, fo ift das Rechte aus AD und DC bem Duabrate 
von DB gleich. 

Beweiß, - 

Il. Wenn ſich der Mittelpunct des Kreiſes, naͤmlich E, in 
der Linie DA befindet, fo ziehe man die gerade EB. Hier iſt 
EB=EA =EC (I, 15. Erfl.) und 
"X EBD=R (II,‘18. ©) Daher denn - 
Q. FD OQ. DB 4 O. BE (I, 47.6.) Es ift aber 


Recht. aus AD u. DC +Q.CE=Q,ED (U, 6. ©) 


oder, weil EC = EB ift, 

Recht. aus AD u. DC + Q. BE = D. ED. Daher 

Recht. aus AD u. DC + D.BE O. DB + 0X. BE. 
Nimmt man nun beiderfeitö Q. BE hinweg, fo bleibt 

Pecht. aus AD und DC = D. DB. . 

II. Wenn fich aber des Kreifes Mittelpunct E (Fig. 106.) 
nicht in der Linie DA befindet, fo ziehe man aus E auf-AC 
das Loth EF (I, 12. ©.), fo it AF=FC (II, 3. ©.) 


Zieht man ferner die Linien EB, EC und ED, fo ift 


Recht. aus AD u. DC + O. FCO. FD (II, 6. ©.) 
Danın D.FE — O. FE, fo if 
Recht. aus. AD u. DC+ DO. FCHQ FE=O.FD+O.FE 
(I, 2. Gr.) Da aber bei F redhte"Winfel find, fo ift 
9:FC + OQ. FE O. EC (I, 47. ©.) ober 
-D2.FE 4 OQ. FE O. EB CI, 15. Erfl.) und. 
OQ. FD 4 O. FE O. DE CI, 47. ©.) 
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20. DB + D. EB. Daher ift 
Recht. and AD und DEF Q.EBE=O.DB 4 O. EB, 
nimmt man nun beiderſeits Q. EB hinweg, fo bleibt Recht, 
aus AD und DC O. DE. 
Der 37 Sap 
Rehrfak. | 

Wenn von einem Puncte aufferhalb des Kreifes 
gwei gerade Linien zum Kreife gehen, deren eine 
denfelben ſchneidet, die andere aber ihn trifft, 
und es iſt das Rechteck aus der ganzen ſchneidenden 
Linie und ihrem auſſerhalb des Kreiſes liegenden 
Abfchnitte dem Quadrate der treffenden Linie 
gleich, fo ift diefe treffende einie eine. Zangente 
Dee Kreiſes. 

Wenn vom Puncte D (Fig. 107.) die ſchneidende Linie 
DCA und die den Kreis treffende Linie DB an denfelben gehet, 
und ed ift das Recht. aus DA und DC dem Quadrate der Linie 
DB gleich, fo ift DB eine Tangente des Kreifes. ABCE. 

Bemweiß „ | 

Man ziehe aus D die Tangente DE-an den Kreis (II, 

17. ©.), nehme ded Kreifes Mittelpunet F (IL, 1. ©.) und 


“  jiehe FE, FB und FD. Da nun die Linie DE den Kreis bes 


rührt und DA ihn fchneidet, fo ift Recht. aus AD u. DE =, 
Duadr. DE (III, 36. ©.) Es ift aber Recht. aus ADu.DC— 
Quadr. DB; daher auch Quadr. DB = Quadr. DE, und folglich 
«DB = DE. Es ift aber - 
fB=FE (I, 15. Erfl.) auch 
FD = FD, daher 
x FBD =% FED (I, 86) Wen ı 
x FED=R, daher aud 
‚3x FBD= R, und folglich die DB auf BF lothrecht, 
und ſomit auch eine Tangente des Kreiſes ABCE (III, 16. ©.) 
Ganz auf ähnliche Art wird der Beweis geführt, wenn ſich des 
Kreiſes Mittelpunct F in der fohneidenben Linie DA befindet. 
⸗ 
Ende des dritten Buchs. 


Das 
vierte Bud 
der 


Elemente des Euclides. 


, 





Diefes Buch handelt: 

1. Bon der Eonfiruction des Dreiedd in und um ben 
Kreis, und umgekehrt von Conftruction bed Kreifes. in und 
um das Dreied. Satz A—5. 

2. Bon der Gonftruction des Duadrates in und um den 
Kreid, und umgefehrt. Sat 6—9. 

3. Bon regelmäßigen Vielecken in und um ben Kreis, 
und umgekehrt. Sag 10-16. Be 


2 
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Erflärungen be vierten Buches. 


Eine geradlinige Figur heißt in eine andere, 
geradlinige Figur befchrieben, wenn der Scheitel jedes 
Winkels der einbefchriebenen eine Seite derjenigen berührt, 
worin fie befchrieben ift. 

2, Eine geradlinige Figur heißt um eine andere 
geradlinige Figur befchrieben, wenn jede Seite ber 
umfchriebenen den Scheitel eines Winkels derjenigen beruͤhrt, 
zum welche fie beſchrieben iſt. | 

3. Eine geradlinige Figur heißt in. einen Kreis 
befchrieben, wenn der Scheitelpunct jedes Winfeld der eins 
befchriebenen Figur den Umfang des Kreifes berührt. j 

4. Eine geradlinige Figur heißt um einen Kreis 
befchrieben, wenn jede Seite ber umfchriebenen Figur ben. 
Umfang des Kreiſes berührt. 

. 5. Ein Kreis heißt in eine gerablinige Figur 
befchrieben, wenn der Umfang des Kreiſes jede Seite ber 
Figur, in welche er befchrieben ift, berührt, 

6. Ein, Kreis heißt um eine geradlinige Figur 
befchrieben, wenn der Umfang des Kreiſes den Scheitel 
jedes Winfeld der Figur, um welche er befchrieben ift, berührt. 

7. Eine gerade, Linie heißt in einen Kreis eins 
getragen, wenn fi ihre Endpuncte in dem Umfange des 
Kreiſes befinden. 


Der 1 Sak. 


Aufgabe 


In einen gegebenen Kreis eine gegebene gerabe 
Linie einzutragen, welche nicht. größer, als fein 
Durgmeifer ift. 


— 
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Es fei (Fig. 108.3 CABF der gegebene Kreis, und D bie 
gegebene Linie, welche in denſelben eingetragen werden fol. 
| Yufldfung. 
Man ziehe den Durchmefier BC. Wenn nun BE=D ift, 
‘fo ift das Verlangte gefchehen. : If aber BC>D, fo nehme 
\ man CE=D CI, 3.6.) befchreibe aus C mit diefer CE den 
Kreid AEF und ziehe die gerade CA. 
—Beweis. 
Da C der Mittelpunct bed Kreiſes AEF ift, fo ift auch 
CA=CE (I, 15.6.) Mlein 
CE == D, nad der Annahme; 
folglich and; CA=D. 


\ Der 2 Satz. 


Yufgabe 


In einen gegebenen Kreis ein Dreied zu bes 
fihreiben, deffen Winkel den Winkeln eines gege 
benen Dreieds, einzeln genommen, gleich find: 

Es fei (Fig. 109.) BAC der gegeberie Kreis und FED das 
gegebene Dreied. Man fol iu den Kreiß ein Dreieck ABC 
befchreiben, worin XL BAC=XF, xXB=XE, ud XC 
* if. | 

Aufloͤſung. 

Man ziehe an den gegebenen Kreis durch den willkuͤhrlichen 
Punct A die Tangente GAH (III, 17. S.) lege an A den 
x HAC=&XE(CI, 23. ©) und X CAB= XD, und 
ziehe, bie Derbinbungälinie BC. | 

Beweis. 
Da GAH eine Tangente des Kreifes ift, fo ift auch 
& HAC = x ABC (II, 32. S.) und 
x GAB= x ACB. Es tft aber 
xXHAC=x<Em . 
3. GAB=XD; folglidy aud 
ABC = xE un 
XACB XD (I, 1. Gr.) Daher muß auch 


| 
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3x BAC = x EF ſeyn (I, 32. ©.) und demnach iſt A ABC 
gleichwintelis mit AFED. . \ 


Der 3. Sak. 


Aufgabe. 

Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck, zu bes 
fhreiben, deffen drei Winkel den drei Winfeln 
eines gegebenen Dreiedg, einzeln genommen, gleich 
find 

Es fei C Fig. 110.) ABC der gegebene Kreis und DEF das 
gegebene Dreieck. Mar fol um den Kreis ein Dreieck LMN 
befchreiben, worin xL=3XD, XM=3XDEF und XN: 
== x DFE if. 

Aufldfung.. 

‚ Man verlängere bie EF über F und E millführlich nadı H 
und G, nehme des Kreifes Mittelpunct K (III, 1. ©.) ziehe 
aus K die KB willführlich, lege an K den X BKA = 3 DEG, 
und den x BKC = 3% DFH (I, 23. ©.) und ziehe dur; A, 
B und C die Tangenten LAM, MBN und NCL (III, 17. S.) 
fo find bei A; Bund C rechte Winkel (III, 18. ©.) 

Beweis. 

Da man die vierſeitige Figur AMBK durch eine Diagonale 
in zwei Dreiecke theilen kann, ſo ſind ihre vier Winkel zuſam⸗ 
mengenemmen = 4R (I, 32. ©.) Nun iſt aber 

x MAK = xMBK =R, folglid aud 
3 AKB + 3x AMB = aR.. Da aber 
X DEG + x DEF =3aR CI, 13. ©.) fo tft auch 
X AKB + x AMB = X DEG + .x DEF. 
Allein es it X AKB = 3x DEG. Daber auch 
X AMB = % DEF (I, 3. ©r.) 
Ganz auf ähnliche Art wird beiwiefen, daß 
x BNC = % DEE ift; folglich muß auch 
3 MNL = % EDF ſeyn (I, 32. ©.) 
Es find daher bie beiden Dreicde MLN und DEF gleich 
wintelig 


9 a 
Der & Gap. 


Aufgabe 


In ein gegebenes Dreieck einen Kreis zu bes 
fhreiben. 

Wenn (ig. 111.) ABC das gegebene Dreieck ift, fo fol 
in daſſelbe ein Kreis befchrieben werden. 

Aufldfung. | 

Man halbire den Winfel ABC durch die Linie BD (T, 9. S.) 
und den Winfel BCA durch die Linie CD, fo müffen diefe, ger 
börig verlängert, in D zufammentreffen CI, 11. Gr.) $erner 
ziehe man aus D auf BC das Loth DF, auf AB das Loth 
DE und auf AC das Loth DG. 

Beweis. 
Da hier X EBD = x DBF, auch 
3 BED=3%BFD=R und 
BD = BD, fo if 
DE=DF (1,23. S.) 
“Auf ganz ähnliche Art wird auch bewiefen, daß DF = DG; 
baher auch DE=DG. Da nun DE=DF=DG if, fo muß 
der aus D mit einer diefer drei Linien befchriebene Kreis die 
Seite AB in E, BC in F und CA in G berühren, weil ſich 
bei E, F und G rechte Winfel befinden (III, 16. ©) 


Der 5. Sah. 
Aufgabe 


Um ein gegebene Dreied einen Kreis zu bes 
fhreiben. 

Wenn (Fig. 112. ) ABC das gegebene Dreied ift, fo fol 
um baffelbe ein Kreis befchrieben werden. 

‘ Auflöfung. 

Denn man bie Linie AB in D und die Linie AC inE hal⸗ 
birt (I, 10.©.), und aus D auf AB das Loth DF, aus E 
aber auf AC das Loth EF errichtet CI, 11. S. ), fo müffen 
ſich beide, gehörig verlängert, in F durchſchneiden (I, 11. Gr.) 


\ 
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Diefer Punct F liegt entweder oberhalb der Seite BC ober in 

der Seite BC, ober unterhalb der Seite BC. 
Beweis, 
I. Wenn der Punct F über BC fällt, fo siehe m man die 
geraden Linien FA, FB und FC. Hier ift nun 
AD = DB, ferner 
DF — DF, und ferner 
x FBA=3XFDB=R. Folglich aud 
TIFrERCd,ı 8) | 

Vollkommen auf eben diefe Art wirb bewiefen, daß AF= 
FC if. Daher muß auch FB=FC feyn, und der aus F mit 
FA = FB== FC befcdriebene Kreis geht durch die Puncte A, 
Bum C. i 

II. Wenn der Punct F in BC liegt (Fig. 113.3, fo ziehe 
man die Linie FA und es kann, wie vorhin, bewiefen werden, 
daß FB=FA=FC if, und folglich der aus F mit einer 
diefer Linien befchriebene Kreis Durch die Puncte A, Bund C 
gehen muß. 

III. Wenn aber der Punct F unter BC fällt (Fig. 114.), 
fo ziehe man wiederum die Linien FA, FB und FC. 

Hier iſt nun AD == DB, ferner 

FD=FD, und endlich 
3 FDA = x FDB, folglich , 
FA=FB (I, J S.) 

Auf aͤhnliche Art wird bewieſen, daß FA=FC iſt. Daher 
muß FB=FA= FC feyn und der aus F mit einer dieſer 
Linien befchriebene Kreis durch die Puncte B, A und C gehen. 

— Bufaß. 

Hieraus geht hervor: "daß, wenn ber Mittelpunct bes 
Kreifes über BC fällt, alsdann der Winfel BAC, ale Winkel 
im größeren Abfchnitte, Eleiner als ein Nechter fei; ferner, daß, 
wenn der Mittelpunct in BC fällt, nunmehr der Winfel BAC, 
ale Winkel im Halbfreife, ein Rechter ſei; endlich daß, wenn 

der Mittelpunct unter BC fällt, aledann der Winfel BAC, ale 

' “ Winkel im Eleinern Abfchnitte, größer als ein Rechter fei; auch 

 ‚umgelehrt: wenn ber bemerkte Winfel BAC entweder ein fpiger 


- 
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oder ein rechter, ober ein flumpfer ift, daß nunmehr der Mit 
telpunct des Kreifes im erftert Kalle oberhalb BC, im zweiten 
in BC, und im britten alle unterhalb BC liege, 


Der 6. Sahb, 
Aufgabe, 
In einen gegebenen Kreis ein Duabrat zu bes 
fchreiben. 
Es fei (Fig. 115. ) ABCD der gegebene Kreis, in welchen 
ein Quadrat befchrieben werden fol. 
‚ Aufldfung. 
Man ziehe die beiden Durchmeffer BD und AC lothrecht auf 
einander (I, 11.6.) und dann bie Berbindungslinien AB, BC, 
CD und DA. 


- ' 


Beweis. 
‚Hier ift nun EB=ED (I, 15. Erkl.) ferner 
EA = EA, und 


‚X BEA=DEA=R, folglid auch 
BA =AD (1, 4. ©) 

Auf gleiche Art wird bewiefen, daß BA—BC und AD= 
DC; daher muß die vierſeitige Figur ABCD gleichſeitig ſeyn. 
Da aber die Linien BD und AC Durchmeſſer find, fo muß auch 
x BAD=xXADC=xDCEB = CBA R feyn (II, 
31. S.) Daher ift das Viereck ABCD auch rechtwinfelig und 
folglich ein Quadrat CI, 30. Erkl.) 


Der 1. Satz. 


u Aufgabe. 
Um einen gegebenen Kreis ein Quadrat zu bes 
ſchreiben. 


Es ſei ABCD (Fig. 116.) der gegebene Kreis, um welchen 

das Quadrat befchrieben werden fol. ' 
Aufloͤſung. 

Man ſtelle die Durchmeſſer BD und AG lothrecht auf eins 
ander, und ziehe dur, bie Puncte A, B, C und D die Tan⸗ 
genten FG, GH, HK und KF (III, 16. Zuf.) 
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Beweis. 

Hier find ſowohl die Winfel bei A, beiB, beiC, bei D 
als auch die Winkel bei E rechte Winfel (III, 18. S.) Daher 
find die Linien GF, BD und HK miteinander gleichlaufend 
di, 28. S.) fo wie auch die Linien GH, AC und FK unter fi 
parallel find. Daher muß dad Viereck GFKH ein Parallelos 
gramm feyn; auch it GF=HK=GHZ=FK=BD (I, 34, 
S)ud ZKG=XF=CcK=XCH=R. Kolglid ift dieſes 
Viereck gleichfeitig und rechtwinfelig und daher ein Quadrat. 


. 


Der 8 Sa, 


Aufgabe, 
"Sn ein gegebenes Quadrat einen Kreis zu bes 
fhreiben. 

Es fei (Fig. 117.) ADCB das gegebene Quadrat, in wels 
ches der Kreis beſchrieben werden ſoll. 

Aufloͤſung. 

Man halbire die Seite AD in E und die Seite AB in F, 
ziehe durdy E die EH gleidhlaufend CI, 31. ©.) mit AB und 
DC und durch F die FR parallel mit AD und BC. 

Bemweiß, 

Durch diefe Linien entfiehen vier Parallelogramme AEGF, 

EDK@, FGHB und GKCH. Run ift 

AD = AB, ferner 

AE = %,AD, und 

AF = 1,AB, folglich andy 

AE=AF, fo wie aud 

FG = GE (1,34. ©.) _ 
Ganz auf ähnliche Art wird bewiefen, baß FG=CGH, 
und GE=GK ift. Daher ii nun GE=CK=GH = GF 
"und der aus G mit einer biefer Linien befchriebene Kreis muß 
durch die Puncte E, K, H und F gehen. Da aber. audy die 
Winkel bei E, bei K, bei H und bei F rechte find, fo muß 
ber Kreis FEKH die Seiten des Quadrats ADCB berühren 
(III, 16. S.) 
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96 \ 
Der d. Sap. 


Aufgabe - 


Um ein gegebeneg Quadrat einen Kreis zu ber 
- fhreiben. - 

Es fei (Fig. 118.) ABCD dad gegebene Quadrat, um 
welches ein Kreis befchrieben werden fol. 

Auflöfung. 

Henn man die zwei Diagonalen AC und BD zieht, welche 
einander in E dDurchfchneiden, ſo kann aus E mit EA der vers 
langte Kreis befchrieben werden. 


Beweiß, 
Da hier AB= AD, ferner 
CB = CD un 


AC=AC, fo ift auch (I, 8 ©.) 
X BAC = X DAC. Da aber 
X BAD=KR, fo ift aud 
x BAC= x DAC = 1/R. 
Auf eben diefe Art wird bewiefen, daß 
3 ABD = x CBD = 1/R, daher ift and 
3 EAB = x EBA und folgfid) 
EA = EB (Il, 6. ©.) 

Auf gleiche Art wird -bewiefen, daß auch EA= ED und. 
EB=EC. Daher it EA—=EB=EC=ED und defaus E 
mit einer diefer Linien befchriebene Kreis muß durd) die Puncte 
B, A, D und C gehen. 


Der 10. Sak. 


Yufgabe. 


Ein gleichfchenfeliges Dreied zu bilden, worin 
jeder der zwei Winfel an der Grundlinie noch eins 
mal fo groß ift, als der dritte Winkel. 

Man fol (Fig. 119.) ein gleichfchenfeliged Dreied FGH 
bilden, in welhen XG=3CH=2%CF if. 


, 
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Aufloͤſung. | 
Man ziehe eine gerade Linie AB und fchneide fie fo in C, 
Daß das Rechteck aus AB und BC = Quadr. AC ift (II, 11.6.) 
Nun befchreibe man aus A mit AB ven Kreid BDE und trage 
in denfelben die Linie BD=AC ein (IV, 1.6.) Dann ziehe 
man bie Linien DA und DC und befchreibe um das Dreied 
ADC den Kreis ACD (IV, 5. ©.), fo it, weil AB=AD 
CI, 15. Erfl.) das Dreieck BAD gleichfchenfelig und folglich 
3< ADB=3<ABD (I, 5.6©.) 
Beweißd 
Da nun Recht. AB und BC Quadr. CA. und auch 
CA = BD, fo if 
Ä Recht. AB und BC = Quadr. BD und ed muß 
diie Linie BD eine Tangente des Kreiſes ACD feyn (III, 37.©,) 
Daher ift nun x BDC-= x CAD (III, 32. S.) Allein 
x CDA = x CDA, folglid 
x ADB = x CAD + 3% CDA. Es ift aber 
CI, 32. ©.) x BCD = 3 CAD + x CDA, folglich auch 
x ADB= x BCD (I, 1. Gr.) Es war aber 
_3x_ ADB ADB = = x _CBD, folglich iſt 
"X BCD = x CBD (I, 1.Gr.) Daher auch 
BD = DC (I, 6.©.) Es war aber 
BD = BA, folglich ift auch 
DC = CA, und daher auch 
X CAD=x CDA (I, .5. ©.), alfo 
3x BCD= 2% CAD (I, 32. ©,) 
Run war aber x ADB = &X ABD = x BCD, folglidy ift 
3 ADB = x ABD= ax CAD. Re 


/ 





- Der 11. Sa. 


Yufgabe, 


Sn einen gegebenen Kreis ein gleichfeitiged und 
gleihwinfeliges Fünfed zu befhhreiben. 
Es fei (Fig. 120.) ABCDE der gegebene Kreis, in welchen 
das gleichfeitige und gleichwinfelige Fuͤnfeck zu befchreiben ift. 
_ 7 \ 
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Aufloͤſung. 

Man bilde ein gleichſchenkeliges Dreieck FGH, worin jeder 
der beiden Winkel bei G und H noch einmal fo groß als der 
Winkel bei F ift (IV, 10. ©.) und befchreibe in den gegebenen 
Kreis ein Dreied ADC fo, daß XCAD=XXF, ACD. 
=ıG, und xADC=3XHIif (IV, 2. S.), fo ift jeder 
der zwei Winfel ACD unt ADC = 2 Winfel CAD. Run hals 
bire man X ACD durch die Kinie CE CI, 9. ©.) und X ADG 
urch die Linie DB, und ziehe die geraden kinien AB, BC, DE 
und EH. 
\ Beweis. 

Dabir XCAD=XACE=XED=ICDB = X 
BDA , fo müfjen auch Die Bogen, morauf fie ftehen, nämlich 
Bog. AB, Bog. BC, Bog. CD, Bog. DE und Bog. EA eins 
ander gleich feyn, fo wie auch die geraden Linien AB, BC, CD, 
DE und EA einander gleich find (III, 26. und 29. ©.) folglich 
iſt das Fuͤnfeck ABCDE ein gleichfeitiges. 

Da nun Bog. AB = Bog. DE und 

Bog. BCD Bog. BCD, fo ift auch 
Bog. ABCD = Bog. 5a. BCDE, und Daher auch X 
DEA = &X EAB (III, 27. ©.) 

Ganz auf ähnliche Art wird bewiefen, daß jeder der übrigen 
Winkel einem der Winfel DEA oder EAB gleich if. Daher 
tx ABC=xBbCBD =xCDE=Xx DEA = X EAB 
- und das Fuͤnfeck ABCDE ift auch gleichwintelig, 

Der 1. Sap. | ‘ 
Aufgabe. ' 

Um einen gegebenen Kreig ein gleichfeitiges und 
gleichwinfeliges Fünfed zu befchreiben. 

Es fei (Fig. 121.) ABCDE der gegebene Kreis, um welchen 
ein gleichfeitiged und gleichwinfeliges Fünfed befchrieben wer⸗ 
den ſoll. 

Au flöfung. 

Man denke fich in diefen Kreis ein gleichfeitiges und gleiche 

winfeliged Fuͤnfeck fo befchrieben, daß deſſen Winkelpuncte füch 


« 
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bei A, B, C, Dund E befinden (IV, 11. ©.) Zieht man- 

num durch diefe Puncte die Tangenten GH, HK, KL, LM 

und MG, fo ift HGMLK daß zu befchreibende Fuͤnfeck. 
Beweis 

Nimmt man des Kreiſes Mittelpunct F und zieht die geraden 
FA, FB, FC, FD und FE, fo wie auch RK.und FL, fo iſt, 
da fich bei B, C und D’redite Winkel befinden (III, 18. ©.) 
nunmehr Quadr, FK = Quadr. FB + Quddr. BK und 

Quadr. FK —= Quadr. FC + QDuadr. KC, 

Es ift aber FB = FC CI, 15. Erfl.) und daher 
QDuadn FB: = Quadr. FC, daher auch : 
Quabr, BK = Quadr. KC (I, 3, Gr.) Kolglidy 

BK = KC. Mein es ift auch. 
FB = FC und 
FK = FK, baher denn 

x BFK = 3x CFK; oder 

3 CFK = 1, & BFC. 

Auf gleiche Art wird bewiefen, daß CL=LD, XCFL= 

3 DEL, und folglich - 
- XCFEL=%Y, 3 CFD if. 
Teil aber Bog. BC = Bog. CD (IV, 11. ©.) fo ift 
3 BFC = x CFD (III, 27. ©.) daher auch 
3 CFK= x CFL (I, 7. Gr.) Ferner iſt 
FC = FC, fo wie auch 
3 FCK ='x FCL=R, daher denn - 
— ———— oder auch 
| KC=Y%KlL. 

Auf ähnliche Art wird bewiefen, daß KB=1/,KH und LD 
—=1/,LM iſt. Da aber KC=KB und CL=LD, fo ift auch 
KL=KH (I, 6. Gr.) und KL=LM. Auf Ähnliche Art 
wird gezeigt, daß KH=HG und LM=MG fei, baher ift 
KH=HG=6GM=ML=LK, und dad s guͤnfec HGMLKE iſt 
gleichſeitig. 

Da nın FBR x FKC=R, und auch 

3x BFRK = x CFK, fo mu auch 
x BKF= x CKF (I, 32. ©.) und folglich 
x CKF = 1% X BKC feyn. 
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Ebenfo wirb bewiefen, daß LCLF=1/,CLD. Da nun 
x FCK = x FCL=R, aud ferner 
x CFK,= x CFL, fo ift andy 
3CKF=X% CLF (I, 32. ©.) folglidy 
X BKC=X ELD (I, 6. Gr.) 

Auf ähnliche Art wird bewiefen, daß die übrigen Winkel 
bei M, G und H jedem ber beiden Winfel BEC und CLD 
gleich find, folglich id CHGM=XxGML=XMIK=% 
LKH=3CKHG, und das Zünfet HGMLK if auch gleich- 
winfelig. 


Der 13. Sak. 


Aufgabe. 

Sn ein gegebenes gleichfeitiges und gleichwinfes 
liges FZünfed einen Kreis zu befchreiben. 

Es fei (Fig. 122.) BAEDC ein gleicdyfeitiged und gleich“ 
_ winfeliges Fuͤnfeck, fo foll in daffelbe ein Kreis befchrieben 
werden. 

Auflöfung. 

Man halbire den Winfel BCD durd; CF und den Winfel 
CDE durdy DF (I, 9. ©.) und ziehe aus ihrem Durchfchnittds 
yuncte F die geraden FE, FA und FB. Zieht man nun aus 
F auf BA das 8oth FG, fo ift FG ber Halbmeffer des zu - 
befchreibenden Kreifes. 

4 ’ . 
Beweiß, 
Da hier BC = CD, ferner 
CF = CF, und aud 
3 BCF = 3% DCF, fo ift . 
3x CBF = x CDF (I, 4.6) Es ift aber 
3 CDF = 1/, X CDE = 1% 3 CBA, daher audy 
X CBF = 1, 3 CBA und es wird folglich der X 
CBA durch die Linie BF. halbirt. 

Auf gleiche Art wird gejeigt, daß Z<BAE durch AF, und 
3%. AED durch EF halbirt wird, 

Fallt man nun aus F auf die Seite des Fuͤnfecs bie Lothe 
FH, FK, FL und FM, fo ift 
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XFHC=XFKC—=R. Es war aber 
% HCF = x KCF, und e% ift 

CF = CF, daher muß 

FH = FK ſeyn CI, 26. ©.) 

Auf diefelbe Art wird bewiefen, daß jedes der übrigen Lothe 
FL, FM und FG. jedem der Lothe FH und FK gleich ift. Folgs 
ih ft FG=FM=FL=FK=FH, und der aus F mit FG 
befchriebene Kreis muß durch die Puncte G, M,L,Kund H 
gehen; und, weil bei diefen-Puncten rechte Winkel ſind, die 
Seiten des Fuͤnfecs in dieſen Puncten beruͤhren. 


Der 14. Satz. 


Aufgabe. 


Um ein gegebenes gleichfeitigeg und gleichwin— 
keliges Fuͤnfeck einen Kreis zu beſchreiben. 

Es fei (Fig. 123.) BAEDC das gleichſeitige und gleich 
twinfelge Fuͤnfec, um welches ein Kreis beſchrieben werden ſoll. 

Aufloͤſung. 

Man halbire den BCD durch CF und den X CDE durch 
DF, welche im Puncte F zufammentreffen, und es ift FC die 
Linie, mit welcher aus dem Puncte F der verlangte Kreis 
beſchrieben werden kann. 

Beweis. 

Wenn man die Linien FB, FA und FE zieht, ſon wird bier, 
wie zuvor (IV, 13. ©.) bewiefen , daß durch Diefe Linien auch 
die übrigen Winfel des Fuͤnfecks halbirt werden, wodurch denn 
die entftehenden Hälften alle einander gleich find. Es muß 
demnah ACFB=ABFA=AAFE=AEFD= ADFC. 
feyn (1, 6.6.) Daher it auch FC=FB=FA=FE=FD 

und der aus F mit FC befchriebene Kreis muß durch die Viels 
edöpuncte C, B, A, E und D gehen, 
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Der 15. Saß. 


| Anfgabe. | 
An einen gegebenen Kreis ein gleichfeitiges und 
gleichwinfeliges Sechseck zu befchreiben. 


Es fei (Fig. 124.) ACEF der gegebene Kreis, in welchen . 


ein gleichfeitiges und gleichwinfeliges Sechseck befchrieben wer⸗ 
den fol, | 
Aufloͤſung. 

Wenn G der Mittelpunct des Kreiſes iſt, fo ziehe man einen 
Durchmeſſer AGD, befchreibe aus‘ D mit DG den Kreid EGCH, 
ziehe EG und verlängere fie nah B, fo wie auch CG, welche 
nach F verlängert wird. - Endlich ziehe man Die geraden AB, 
BC, AF und FE 

| Beweis. 
Da hier DE — = DG (I, 15. Erfl.) und ebenfo 
DG = GE, fo ift das Dreied GED gleichfeitig 
und daher auch gleichwinkelig (I, 5. S.) und jeder ſeiner drei 
Winkel fo groß, als der dritte Theil von zwei Rechten (I, 32. 
©.) Eben diefes gilt auch vom gleichfeitigen Dreiede GCD. 


R 
Dann XKECD=XICCOD= —, fo ift auch 


| ar 
x C6GB = —— (I, 13. ©.) baher iſt x EGD 


= &XC6CD= x CG$. 
Da aber jeder diefer Winfel auch feinem Scheitelwinkel 


gleich ift, fo ift auch IECGD=XDCC=XCCB=XBGA 


=AGF=3XFGE (I, 15. ©.) Da aber auh GE= GEF 
=GA=6B=GC=GD (I, 15. Erfl.) fo ift au A DGE 
= AEGF=AFGA=AAGB=ABGC=ACGCD (I, 4. 
S.) daher muß XDEF=KXEFA=XFAB=XABC= 
BCD = 3x. CDE und folglidy dad Sechseck ABCDEF ein gleidy« 
ſeitiges und gleichwinkeliges ſeyn. 
3uſa tzz. 

Hieraus iſt klar, daß die Seite des gleichwinkeligen und 

gleichſeitigen Sechsecks dem Halbmeſſer des Kreiſes gleich ſei, 
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in welchem es befckrieben iſt. Auch geht hieraus hervor, daß 
man durch Tangenten, welche durch die Puncte A, B, C, D, 
E und ’F gelegt werben, auf ähnliche Art ein gleichfeitiges und 
gleichwinfeliged Sechded um den Kreis befchreiben fönne, wie 
dieſes früher für das gleichfeitige und gleichwinfelige Fuͤnfeck 
(IV, 12. ©.) gefchehen if. Auch kann ebenfo, wie bei dem 
gleichfeitigen und gleichwinfeligen Fuͤnfecke gezeigt worden ift, 
fowohl in ald um einen gegebenen Kreis ein gleichfeitiges und 
gleichwinfeliges Sechseck befchrieben werben. 


Der 16. Sag. 


Aufgabe. 


In einen gegebenen Kreis ein gleichſeitiges und 
gleichwinkeliges Fuͤnfzehneck zu beſchreiben. 

Es ſei (Fig. 126.) ABCD der gegebene Kreis, in welchen 
ein gleichfeitiged und gleichwinfeliges Fünfzehned befchrieben 
werben ſoll. 

Aufloͤſung und Beweis, 

Es fei AC die Seite des in den gegebenen Kreis befchries 
benen gleichfeitigen. Dreiecks, und AB die Seite des in den» 
felbigen Kreis befchriebenen gleichfeitigen und gleichwinfeligen 
Fuͤnfecks (IV, 11. ©.) Denft man fi nun diefes Kreifes 
Umfang in fünfzehn gleiche Theile getheilt, fo enthält der 
Bogen ABC, als der dritte Theil diefes Umfangs, fünf folcher 
Theile; ber Bogen AB aber, als der fünfte Theil dieſes Um⸗ 
fanges, drei folcher Xheile. Daher muß der Bogen BC, als 
ber Unterfchieb der zwei ebenbemerkten Bogen, zwei folder 
Theile enthalten. Wird daher diefer Bogen BC in E halbirt 
CIII, 30. ©.), fo ift Bogen BE fowohl ald Bogen EC einer 
diefer Theile. Wird nun die gerade Linie ECG gezogen, fo 
kann man noch vierzehn: ihr gleiche gerade Linien in dem Um⸗ 
fange des Kreifes umhertragen (IV, 1. &.) und das hiedurch 
in dem Kreife entfichende Fuͤnfzehneck muß gleichfeitig feyn. 
Da aber audy jeder feiner Winkel auf bemfelbigen Bogen fteht, 
-fo ift dieſes Fuͤnfzehneck auch gleichwinfelig (III, 27. ©.) 
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Zuſatz. 

Auf gleiche Art, wie bei bem gleichfeitigen und gleichwin⸗ 
feligen Fuͤnfecke, wird auch ein gleichfeitiged und gleichwins 
feliged Fuͤnfzehneck um einen gegebenen Kreis oder ein Kreis _ 
in oder um ein gegebenes gleichfeitiged und gleichwinfeliges 
Fuͤnfzehneck befchrieben. 


5 


Ende des vierten Buche. 


Das | 
fedßdte Bud 
der 


Elemente des Euclides. 





Diefes Buch handelt: 

1. Bon jenen Proportionallinien, welche bei dem Dreis 
efe und Parallelogramme entftchen, wenn biefe Figuren auf 
beftimmmte Art gefchnitten oder verbunden werden. Sat 1—17. 

- 2. Bon der Äehnlichkeit dreiediger und mehrfeitiger Fi igu⸗ 
ren, nebſt Anwendungen davon. Satz 18-33. 


(Man ſehe, was in ben Anmerkungen zu dieſem Buche 
ald Borerinnerung [CLX.] bemerkt worden if.) 
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Erflärungen des fehsten Buches. 


— 


1. Geradlinige Figuren ſind einander aͤhnlich, 
wenn alle Winkel, einzeln genommen, einander gleich und die 
Seiten, welche dieſe Winkel bilden, einander proportional ſind. 
— 2.. In geradlinigen Figuren ſtehen die Seiten im umge⸗ 
kehrten Verhaͤltniſſe, wenn ſich eine Seite der erſten 


Figur ſo zu einer Seite der zweiten verhaͤlt, wie eine andere 


Seite der zweiten Figur zu einer andern Seite der erſten. 

3. Eine gerade. Linie heißt nach ſtetiger Propors 
tion getheilt, wenn ſich die ganze Linie zu ihrem größern 
Abfchnitte verhält, wie fich diefer größere Abſchnitt zum klei⸗ 
nern Abſchnitte verhaͤlt. | 

4. Die Höhe einer Figur iſt ein Loth, welches von 
ihrer Spige auf ihre Grundlinie gezogen wird. | 

5. Wenn zwei oder mehrere Berhältniffe, die Eigenfchaft 


» haben, daß inimer das zweite Glied eines vorhergehenden 


zugleich auch das erſte Glied des naͤchſtfolgenden iſt, ſo ſagt 
man, das Verhaͤltniß des erſten Gliedes im erſten zum legten 


Gllede des letzten Verhaͤltniſſes, ſei aus allen dieſen Verhaͤlt⸗ 


niſſen, oder aus ſolchen, die Ihnen gleich find, zuſammen⸗ 


geſetzt. 


Der 1. Satz. 


Lehrſatz. 

Wenn zwei Dreiecke oder zwei Parallelogramme 
einerlei Hoͤhe haben, ſo verhalten ſie ſich, wie ihre 
Grundlinien. 

Wenn die Dreiecke (Fig. 127. ) ABC und ACD ober bie 


- Parallelogramme EACB und AFDC einerlei Höhe AC haben, 
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fo verhalten fie fi wie ihre Grundlinien BC und CD, bad 
heißt, ed it A ABC: A ACD = BC: CD und 
. EACB : AFDC = BC:CD. 
Beweis. 
Man verlängere bie Linie BD über B und D nad; Hund L, 
nehme BG= GH (und fo viele Linien man will) =CB. Deds 
gleichen nehme man DK=KL (und fo viele Linien man will) 
== CD und ziehe die Verbindungslinien AG, AH, AK und AL. 
I. Da bier CB= BG = GH, fo ift aud 
AACB= A ABG = A AGH cl, 38. ©.) 
Da ferner CD=DK = KL, fo ift aud 
AACD= A ADK = A AKL, 
Daher ift HC und A AHC von BC und A ABC, und aus eben 
diefem Grunde auch LC und A ALC von CD und AADC ein 
Gleichvielfaches. Nun ift aber, 
“wenn HC = LC, au A AHC = A ALC, weni aber 
HC < LC, au A AHC < ALC, und wenn 
HC LC, auh AAHC > A ALC (I, 38. ©.) 
folglih it A ABC: A ACD BC: CD. 
II. Run: ift aber auch 
EACB.—= 2 A ABC und 
AFDC = 2 A ACD (I, 41. ©.) folglich 
EACB:AFDC = 2A ABC: 2 A ACD, ober: 
EACB : AFDC = A ABC: A ACD. 
Es ift aber A ABC: A ACD = BC: CD (1.) folglich, auch 
| EACB : AFDC = BC: CD. 


Der 1. Sa, 


Lehrfatz. 


Wenn mit einer Dreiecksſeite eine gerade Linie 
durch das Dreieck parallel geht, ſo ſchneidet ſie 
die uͤbrigen Seiten des Dreiecks proportional, 
und wenn zwei Seiten eines Dreiecks von einer 
geraden Linie im Dreiecke proportional geſchnit— 


[rn Zn 
nn 


TE 
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ten werden, ſo iſt dieſe gerade Linie mit der dritten 
Seite des Dreiecks gleichlaufend. | 
Es fei (Fig. 128.) in dem Dreiede ACB die ED mit CB 


. gleichlaufend, fo iſt CE : EA — BD : DA, und wenn 


BD: DA=CE: EA if, fo muß die 
Berbindungslinie ED mit CB gleichlaufend feyn. 
Beweis. 

1. Man siehe die Verbindungslinien EB und DC, fo iſt, 
weil DE für die Dreiecke DEC und EDB- gemeinfchaftlice 
Grundlinie, auch CB mit ED parallel iſt, 

 ABDE A CED CI, 37. ©.) Da nun 
AADE= A ADE, fo ift aud 
A BDE: A ADE = A CDE:A ADE. 
Es ift abet A BDE : A ADE = BD : DA (VI, 1. ©.) 
Daher A CDE : A ADE = BD : DA. Allein 
ACDE: AADE=CE: EA (VI, 1.6) 
Daher BD: DA=CE : EA. 
IL. Wenn aber BD: DA= CE : EA if, fo it auch 
u BD : DA = A BDE : A ADE, 
folglich CE: EA= A BDE : A ADE. 
Allein CE : EAZ A CDE : A ADE, 
folglich ABDE : AADE= A CDE : A ADE. 
Es ift aber A ADE = A ADE, folglich auch 
’ A BDE = A CDE, allein die beiden 
gleichen Dreiede BDE und CDE haben die Grundlinie ED 
gemein, folglich muß auch CB mit ED parallel feyn Cl, 39. ©.) 


Der 3. Sah. 


Lehrſa tz. 

Wenn der Winkel eines Dreiecks halbirt wird 
und die Theilungslinie auch die Grundlinie ſchnei— 
det, ſo ſind die zwei Abſchnitte der Grundlinie den 
übrigen Seiten des Dreiecks proportional; und 
wenn die Abfchnitte der Örundlinie eines Dreiecks 
feinen, übrigen Seiten proportional'find, fo hal 
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birt bie gerabe Linie von der Spike nadı dem Theil, 
pyuncte der Grundlinie den Winfel an der Spiße. 

Es. fei (Fig. 129.) ABC das gegebene Dreied und der 
X. BAC werde durch AD halbirt, fo it BD:DC = BA: AC 
und wenn diefe Proportion ftatt findet, fo iſt BAC durch AD 
halbirt. 

g Beweis. 

I. Man ziehe durd; C die Linie CE mit DA gleichlaufend 
(I, 31. ©.) und verlängere BA über A, big fie biefe Parallele 
in E fchneidet, fo ift 

ZZ ACE=3% CAD (I, 9. S.) und 
I CEA = 3% DAB. Run ift aber 
3C CAD —= % DAB nad; der Annahme; alfo . 
3 ACE = 3X CEA und daher 
AE=AC(I,6.6.) 
Weil aber im Dreiecke EBC die AD mit EC gleichlaufend iſt, 
ſo hat man 
BD: DC BA: AE (VI, &.) Allein 
AE = AC. Daber aud 
BD : DC = BA : AC. 
ll. Wäre nun BDe DC = BA :AC, fo ift, weil in dem 
Dreiede EBC die AD mit EC parallel läuft, auch | 
BD: DC BA: AE (VI, 2 ©,) baher wird 
BA : AE—=BA : AC. Somit aud) 
‚, AE = AC, und folglidy 
X AEC= 3X ACE (1, 5.6.) Es iſt aber 
x AEC = X BAD (I, 29. ©.) und 
X ACE = 3% DAGC, daher uch 
x BAD = x DAc. 


Der4 Sa tz. 


Lehrſatz. 
Wenn in zwei Dreiecken die Winkel, einzeln ge— 
nommen, "einander gleich find, fo find die Seiten 
welche gleiche Winfel einfchließen, einander pros 
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‚portional, und bie, welche gleichen Winteln gegens 


überltegen, homolog. \ 
Es feien (Fig. 130.7 in den Dreieden ABC und DCE bie 
Winkel, einzeln genommen, einander gleich, fo ift 
" BA: AC=CD:DE 
AB: BC=DC : CE und 
AC: CB=DE : EC. | 
— ‚Beweis. N 
Wenn man die Seite BC des Dreiecks ABC mit ber Seite 
CE des Dreiedd DCE in eine gerade Linie BCE bringt, fo ift, da 
3 ABC + x ACB <oaR (1, 17. ©) und 
.x ACB = % DEC, nunmehr auch 
3 ABC + x DEC <aR.. 
Daher müffen die Linien BA und ED, wenn jene über A 
und diefe über D vertängent wird, einander in F durchfchneiden 
(1, 11. Gr.) | 
Da nın X DCE= x ABC und 
X ACB = x. DCE, fo ift die Seite BF mit CD 
und die Seite AC mit FE parallel (I, 28. S.), folglich ift 
AFDGC ein Parallelogramme und. daher 
FA = CD und AC = DF (I, 34. ©.) 
Weil aber AC mit FE und BF mit CD gleichlaufend ift, fo 


bat man BA : AF= BC : CE und 
‘° BG: CE=FD : DE (VI, 2. ©.) folglid ift auch 
BA: CD=BC ;: CE und BE;CE = AC; DE, 
folglid BA: BC = CD: CE und 
BC : AG= CE : DE, daher auch 
:BA: AC=CD/’DE. 


Der 5. Sag 


eehrſatz. 
Wenn zwei Dreiecke proportionale Seiten 
haben, ſo haben ſie, einzeln genommen, gleiche 
Winkel, und die Winkel, welche homologen Sei⸗ 


- ten gegenüberliegen, find einander gleid. 


4 
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Es fei in den Dreieden (Fig. 131.) ABC und DEP 
AB: BC= DE :EF, ferner 
BC : CA=EF : FD, und endlich 
BA: AC=ED:DF, fo ifl 
3 ABC = X DEF; x BCA = %x EFD, und 
3x BAC = x EDF. 
Beweis. 
Man lege an die Seite FE den Winfel FEG = 3 ABC 
(1. 23. ©.) und an EF den Winfel EFG = & BCA, fo ift 
auh3LEGF=3% BAG (I, 32. ©.) : Daher find die Dreiede 
ABC und GEF gleichwinfelig und es ift | 
AB: BC=GE :EF (VI, 4. ©) Allein es ift 
AB : BG = DE : EF nad) der Annahme, folglich ift 
DE : EF= GE: EF oder aud 
DE : GE = EF,: EF und daher 
\ DE = GE. 
Auf gleiche Art wird bewiefen, daß DF = GF if. Da 
nun die Dreiede DEF und GEF auch noch die Seite EF 
gemein haben, fo ift 

X DEF=3XxGEF= x ABC (I, 8, ©.) ferner 

. x DFE= 3X GFE = 3% ACB und and) 

3 EDF = x EGF = x BAC. 


Lehrſa tz. 


Wenn in zwei Dreiecken ein Winkel des einen 
einem Winkel des andern gleich iſt und die Seiten, 
welche dieſe Winkel bilden, einander proportional 
ſind, ſo find, auch jene Winkel in beiden Dreieden 
einander gleih, welde den homologen Seiten 
gegenüber liegen. | 

Es fei in den Dreieden (Fig..132.) ABC und DEF ber 
3 BAC = XEDF und ferner BA: AC—=ED:DF, fo ift 
auch 3 ABC = 3% DEF und 3 ACB = x DFE. 
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" Beweis. 

Man lege an FD den Winfel FDG = X BAC= XEDF 
CI, 23. ©.) und an DF den x DFG = x ACB, fo. muß 
auch X DGF = 3% ABC feyn (I,\32. ©.) Daher find die 
Dreicde ABC und DGF gleichwinkelige und es ift 

BA: AC—=GD: DF (VI, 4.6) Es ift aber 
BA : AC.:= ED : DFnadıder Annahme, baher auch 
ED : DF= GD: DF un 
EFD: GD DF : DF, folglich ift 
ED = GD. Es ift aber ferner 
DF = DF und X EDF = x GDF, daher 
% DFE = x DFG = x ACB (I, 4. ©.) mb 
. X. DRF = x DGF = x ABC. 


‚BD er 7. Sak. 
| eehrſatz. 


Wenn in zwei Dreiecken ein Winkel des einen 
einem Winkel des andern gleich iſt, und die Sei—⸗ 
ten, von welchen andere Winkel eingeſchloſſen wer⸗ 
den, einander proportional ſind, auch von den 
noch übrigen Winkeln jeder zugleich entweder klei⸗ 
ner,oder nicht fleiner, ale ein Rechter ift, fo find 
bie Dreiede gleichwinkelig, und die Winkel, 
mweldye von proportionirten Seiten eingeſchleſſen 


werden, einander gleich. 


Es ſei in den Dreiecken (Fig. 133.) ABC und 
DEF der x BAC = X EDF, ferner 
AB : BC == DE : EF, auch jeder von ben noch 
übrigen Winfeln ACB und DFE zugleich entweder Heiner, 
oder nicht Feiner, ald ein Rechter, fo find die Dreiecke gleich⸗ 
winfelig, u und es ift x ABC = X DEF. 


Beweis. 


I. Es ſei jeder der beiden Winfel ACB und DFE Kleiner 
als ein Rechter. 


B 


“ | 11%: 


Mären diefe Winfel ABC und DEF einander nicht gleich, 
fo müßte einer von ihnen, etwa 3 ABC, der größere. ſeyn. 
Es ſei daher 

XABGC = x DEF ci, 23. S. ) ſo it, weil 
XBAC %&x EDF nunmehr auch 
X AGB = %x DFE (I, 32, ©) Daher find bie . 
Dreiede ABG und DEF gleihwinfelig, und eg ift’ 
AB : BG = DE : EF (VI, 4.6.) Es war aber 
AB: BC=DE : EF nad ber Annahme; folglich iſt 
AB: BG = AB : BG, oder 
. AB : AB= BC : BG und baher 
BC = BG und X BCG = x BGC dl, 5. ©) 
& iſt aber BGC < R nad; der Annahme; baher, auch 
| 3 BGC < R und demnad 
x AGB>R (I, 13.6) Es ift aber 
3% AGB = x DFE, folglich wäre 
3 DFE > R, welches der Annahme, daß Winkel 
DFE <:R widerſpricht. Daher iſt 
.. 3% ABC = 3% DEF; ed war aber . 
. 2°. 3x BAC= 3% EDF, folglich ift auch 
2020. X ACB = x-DFE und die. Dreiede 
m 2 ABC und DEF find gleichwinfelig. — 

II. Es ſei nunmehr jeder der zwei Winfel ACB und DFE 
nicht Feiner, als ein Rechter, fo kann auf ähnliche Art bes ' 
wiefen werden, daß ,: wenn diefe Winkel ABC und DEF einane 
der nicht gleich wären, fondern, wenn Winfel ABC größer, als 
Winkel DEF wäre, nun wieder I .BCG: = x BGG feyn 
müßte. Da aber 3 BGE nicht: fleiner als ein Rechter ift, fo 
wäre auch I BCE nidht Meiner, als ein Rechter und es müßs 
ten in dem Dreiedle BGC die ebengenannten Winfel nicht Fleiner, 
als zwei Rechte feyn, welches widerfprechend in (I, 37. 5) 
Daher ift X ABC = 3% DEF, es war aber - | 
x BAC = X EDF, folglich; if: auch. 

X ACB = 3% DFE (I, 32. ©.) und die Dreicde 

‚ ABC und DEF find wiederum gleichwinkelig. 


415 
Der 8 Sap. \ 


Lehrſatz. 
Wenn man in einem rechtwinkeligen Dreiecke 
vom Scheitel bes rechten Winkels ein Loth auf die 


"gegenüberliegende Seite zieht, fo. find die zwei, 


an beiden Seiten dieſes Lothes liegenden Dreiede, 
fowohl unter fih, als audh dem ganzen Dreiede 
ähnlich. 

Penn in dem rechtwinfeligen Dreiede (Fig. 134. ) BAC 
aus A auf BC das Loth AD gezogen wird, fo ift das Dreieck 
ABD bem Dreiede ACD und dem Dreiede ABC aͤhnlich. 

Beweis - Pa Ä 
L Da hier X BAC= x ADB =.R um Ä 
X ABC fomwohl dem Dreiedde ABC ald auch 
dem Dreiecke ABD angehört, fo ift au ACB = x BAD 
(I, 32. ©.) Daher find die beiden Dreiecke ABC und ABD 
gleichwinkelig, folglich ihre Seiten proportional (VI, 4. ©.) 
und die Dreiede felbft einander aͤhnlich (VI, 4. Erf) Ganz 
auf ähnliche Art wird bewiefen, daß auch.die Dreiede ABC, 
und ADC einander ähnlich find. Daher find auch die Dreiede 
ABD und ADC den Dreiede ABC ähnlich. 
1. Dax ADB = x ADC=R und 
x BAD = 3% ACB nad) dem Obigen, ſo iſt auch 
x ADB XDAC (I, 32. ©.) Daher find die 
Dreiecke ADB und ADC gleichwinfelige, folglich auch ihre Seis 
ten proportional (VI, 4. S.) und beide Dreiede felbft einanber 
ähnlih (VI, 1. Erf.) 
Bufeg. 

Hieraus folgt, daß in dem rechtwinfeligen Dreiede fe dad von 
dem rechten Winfel nach der Grundlinie gefällte Loth zwifchen 
den Abfchnitten diefer Grundlinie, und die an jedem Abſchnitte 
liegende Seite zwifchen der Grundlinie und diefem Abfchnitte 
die mittlere Proportionallinie if, Man hat nämlich 

BD : AD= AD .:DC, ferner 
BC: BA=BA : BD und endlidy 
BC: CA=CA:CD. 8 * 
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‚Der 9. Saß. , 


Aufgabe, 
‚Bon einer gegebenen geraden Linie einen bes 
Rimmten Theil abzuſchneiden. 5 


Es ſei (Fig. 135.) die gerade Linie AB gegeben, von 

welcher ein beſtimmter Theil abgeſchnitten werden ſoll. 
Aufloͤſung. 

Es werde von der Linie AB der dritte Theil verlangt, ſo 
ziehe man an BA bie gerade AC unter willkuͤhrlichem Winkel 
BAC, nehme auf AC einen beliebigen Punct D, und made 
DE=EC = AD. Wird nun die Verbindungslinie CB und 
durch D mit CB die gleichlaufende DF gezogen (I, 31. S.) fo 
iſt AF der britte Theil von AB. 

Beweis. 

Da in dem Dreiecke ABC die Linie FD mit BC gleichlaufend 
iſt, ſo hat man 
CD:DA=BF:FA, (VI, 2. S.) & ift aber 
CD=2 DA, folglich auch 
BF=:2 FA und baher a 
BA=5FA, oder AF= 1/, AB. 


un \ . 
Der 10. Sap. 
Aufgabe, 


Eine gegebene gerade Linie fo zu theilen, aß | 
ihre Abfchnitte den Abfchnitten einer gegebenen ge 
theilten Linie proportional find. 

Es fei (Fig. 136.) die Linie. AB in drei Theile zu theilen, 
welche den Theilen AD, DE und EC der getheilten Linie AC 
proportional find. 

Aufldfung. 

Man lege die in D und E getheilte Linie AC unter einem 
willführlichen Winfel an die zu theilende Linie BA, ziehe die 
Berbindungslinie CB, und durch E die EG, durch D die DF mit CB 
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gleichlaufend, fo wie auch die DK parallel mit AB, fo find AF 


FG und GB bie‘ zu findenden Abſchnitte der Linie AB. 
Beweis. 

Da hier ſowohl FDHG. als GHKB Parallelogramme find, 
fo it DH = FG und HK= GB (I, 34 ©.) Beil aber in 
dem Dreiede DKC die KC mit HE gleichlaufend ift, fo hat man 

CE :ED= KH: HD (VI, 2.6). Daher aud 
CE : ED=BG :GF. Da nun in dem Dreiede 
AGE die GE mit FD yarallel ift,. fo hat man 
\ ED : DA = GF : FA. (VI, 2, S.) folglich. ift 
'AD:DE:EC=AF:FG:GR . 


Der 11. Satz. 
Aufgabe. u 

Zu zwei gegebenen geraden Linien die dritte 
Proportionallinie zn finden 

Es fei (Fig. 137.) AB und AC die zwei gegebenen Linien, 
zu welchen man die dritte Proportionale finden fo. 
x Aufloͤſung. 

Man ſetze die gegebenen Linien AB und AC unter einem 
willführlichen Winfel A zufammen, verlängere AR über B bie 


BD — AC, ziehe BC und verlängere AC über-C bis die durch. 


D mit BC parallele DE fie in E fdhneidet. (I, 31. ©.) 
Beweis, 


Da in dem Dreiede AED die-CB parallel mit ED ift, fo 


hat man 


AB: BD -AC: CE (VI, 2.6.) es ift aber: 


‚ BD = AC, folglich auch 
AB : AC=AC : CE, und CE bie zu findende 
dritte Proportionallinie. 


— 


Der 12. Sag. 


Yufg abe 
Zu drei.gegebenen ‚geraden Linien bie vierte 


Proportionallinie zu finden. 


% 
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Es feien (Fig. 138.) A, B und C die drei gegebenen geraden. 
Einien , ju welchen bie vierte Proportionallinie zu finden ift. 
Auflöfung. 
Man fee zwei willführliche Linien ED und DF unter einem 
beliebigen Winfel EDF zufammen, mahe DGE—=A, GE = 


B,DA=C, ziehe die VBerbindungslinie GH und durch E eine 
ber GH parallele Linie GF CI, 31. ©.) 


Beweis. 

Da hier in dem Dreiede DEF die GH mit EF parallel iſt, 
ſo hat man 
DG:GE=DH: HF (VL 2. ©.) es war aber 
DG=A,GE=B, md DI C, folglid if 
A:B=(C.: HF, und HF die zu findende Pros 
portionale. oo. 

| Der 13. Sakß- 
Aufgabe. 

Zu 3wei gegebenen geraden Linien die mittlere 
Proportionallinie zu finden, 

Es feien (Fig. 139.) AB und BC die gegebenen zwei Linien, 
du weichen ‚eine mittlere Proportionale zu’ finden iſt. 

Aufloͤſung. 

Man lege die gegebenen Linien AB und. BC in eine gerade 
Linie ABC, befchreibe über AC den Halbkreis ADC, und errichte 
aus B auf AC das BD (I, 11. ©.), fo iſt BD die zu 


findende Linie. 
Beweis, 


Penn man die Verbindungslinien AD und DC zieht, fo ift 
ZADC=R, (IH, 31.©.) Da nun.DB das Loth vom rechten 
Winkel auf die Grundlinie AC ift, fo ift auch BD die mittlere 
. Proportionallinie zu AB und BC, (VI, 8. Zul.) oder 

AB: BD=BD : BC, 


Der 14. Sa. 
Lehrſatz 
Wenn zwei Yarallelogramme einander gleich 
find, und ein Winkel des einen einem Winkel 


\ 


” — un [1.n 
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| des andern gleich if, fo find bie Geiten, welde 
y Die gleihen Wintel bilden, im umgekehrten Bers 
| bältniffe. .:Und. wenn in zwei Parallelogrammen 
ein Wintel:-bes einen einem Winkel des andern 
gleich ift, und die Seiten welche diefe Winkel bil 
den, im umgefehrten Verhältwiffe find, fo ſind die 
Darallelogrammeteinander gleich. 
Es ſeien (Fig. 140.) FADB und EBGC zwei gleiche Paralı 
lelogramme, worin X FBD = x EBG, fo iſt 
BD : BE == GB : BF. Wenn aber 
ı. : SC FDB = % EBG, und - 
DB : BE = GB : BF if, fo find bie Das 
rallelogramme FADB und EBGC einander gleich. 
. — Beweis. 

T. Weun FADB EBGC, fo lege man BD und EB in 
eine gerade Bitie 'EBD, fo muüſſen auch die Linien FB und 
BG eine gerade Linie EBG bilden, €I, 14. ©) Wird nun das 
"Parallelogramm'FBEH vollendet, fo ift, weil FADB = EBGC, 
nun auch FADB ! HFBE —= EBGC : HFBE nun ift 

FADB :.HFBE = BD :; EB (VI, 1.6.) und 
EBGC £ HFBE = GB : BF, folglich auch 
BD: EB= GB: BF 
u. Wenn aber DB:::BE — GB :- BF ift, fo hat man 
DB: BE = FADB : HFEBE (VL, 1.6.) 
und. GB:: BF = EBGC : HFBE, folglid, 
auch FADB : HFBE. == EBGC : HFBE oder 
FADB ; EBGC = HFBE : HFBE, daher 
-ı% FADB = EBGC. 
Der 15. Sa. 

2 Lehrſaat. 

Wenn zwei Dreiecke einander gleich find, und 
ein Winkel des einen gleich ift einem Winkel des 


andern, fo find Die Seiten, welde die gleichen 
Winkel bilden, einander umgelchrt proportional; 
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und wenn in zwei Dreieden ein Winkel bed einen 
gleich ift einem Winkel des andern und die Seiten, 
‚welche diefe Winkel bilden, im: umgetehrten Vera 
hältniffe jtehen, fo find die Dreiecke einander 
gleich. 

Es feien (Fig. 141.) die Dreiede BAC und, DAE einander 
gleih, auch x BAG = x DAE, fo it CA. -AD= EA: 
AB, und wenn BAC = &XDAE auch CA.2 AD=EA: 
AB iſt, ſo iſt auch A CAB m AEAD. 

u Beweis, 

I. Es ſei A ABC = A ADE. Bringt man hier CA und 

AD in eine gerade Linie CAD, fo liegen Auch EA und AB in 
‘einer geraden Rinie (I, 14. ©.) Zieht man die Berbindunge« 
linie BD, fo ift, weil A ACB == A ADE, nun auch | 
AACB : A BAD = A ADE : A. BAD, Allein 
AABC : ABAD = CA : AD folglid * 
AADE 2 ABAD= CA: AD aber 
- AADE : ABÄDSEA : AB folglic 
CA: AD=EA : AB 
AD=EA : AB Hier ift num, 
AD= AABC : ABAD (VI, 1.6) 
AB= AABC : A BAD. Da nun 
EA : AB=AADE: ABAD, fo if . 
A ABC : A BAD = A ADE : A BAD ober 
: AADE = A BAD : A BAD folglich auch 
AABC = A ADE. - 


Der 16. Sa. 
Lehrſatz. 

Wenn vier gerade Linien einander proportio— 
nal find, fo iſt das von der erſten und vierten ges 
bildete Rechted dem Rechtecke aus der zweiten und 
britten glei. Und wenn dad Rechte auf ber 
erfien und vierten dem Nechtede aus der zweiten 
und Dritten gleich if, fo Kind bie vier gerade Linien 
proportional. 


u. Es fei CA, 
Ä CA 


folglidy EA 


4 


— —— — — 0 —a — — 


Ze 1.) Bu 
Es ſeien (Fig. 14.) die geraden Linien AB, CD, E und 


P yroportionak; ſo daß AB: CD—=E: F, ſſo iſt das Rechteck 


aus AB und F dem ⸗Rechtecke and CD und E gleich. Und wenn 
das Rechte aus AB und F dem, Rechtecke aus CD und E gleich 
iſt, ſo iſt auch AB!CDEE:F! 
Beweis, ne 
1. Es ſei ABSCD=E:F. Errichtet man nun "af 
BAin A das Loth AG=F (l, 11. ©.) und auf DC in C das 
Loth CH = E, und vollendet die, Paralleiogranime GKBA und 
BLDC, ſo iR, r weil AB:CD=-E:Fnumand’ 2* 
:AB:CD=CH: AG. Es iſt aber auch 
Z BAG=3DCH=R, folglid \ 
GKBA BLDC (VI, 14. ©.) 
Daher ift das Rechteck aus AB und F dem Rechtecke aus CD 
und E gleid. | 
II. Es fei das Rechted aus AB und F bem Rechtede aus 
CD und E gleich, oder, weiches einerlei ift, dag Parallelogramm 
GKBA dem Parällelogtamme HLDC, fo iſt „wel ’ 
* XCAB=XHCD KR, nun auch u 
AB : ED. = CH : AG (VI, 19.9.) Allein 
CH =E un AG: = : FF, folglich. auch 
RT AB :CD=E:F.: 


— Der m tz. 


eehrſatz. 

Wenn drei gerade Linien eine Proportion bils 
den, fo ift das Rechte aus den zwei aͤußerſten bem 
Duadrateber mittlern gleich, und wenn das Rechteck 
ans den Äußerfien dem Quadrate der mittelften 
gleich ift, fo find Die drei geraden einien propor— 
tional, ° - 

Es fei (Fig. 143) A: C=BrC, fo ift das mechtes 
aus A und C dem Quadrate von B gleich. Und wenn das 


- Rechte von A und C dem Quadrate von B gleich ift, fo if 


auch A: B=RB:!C 
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®» eweiß,: 

I. Man nehme die Linie D == ber Linie B, fo iſt, weit 
A: B B: C. nunmehr auch 
. . A:B=D : C und daher dad Rechteck aus 4 
und C dem Rechtecke aus B und D gleich (VI, 16.5.) Allein 
Das Rechte aus B und D ift dem Rechtecke aus B und B, das 
heißt, dem . Quadrate von B gleich; folglich iſt der Sab be⸗ 
wiefen. 7, ’ } 
> De De Daß: Rechter aus N und dem Ouodrate von R 
und auch dem Rechtecke aus Bund D gleich if, ſo muß auch 
A: BD: C ſeyn. (VI, 16. S.) Mein es iſt 
B D folglich auch 
A: B =. ‚Bi En ve 


Der 18. So 
Aufgabe. em 


Auf einer. gegebenen geraden. Linie eine gerad 
linige Figur zu beſchreiben, welde einer andern 
gegebenen geradlinigen Figur aͤhnkich iſt und eine 
aͤhnliche Lage mit ihr hat. — 

Man ſoll auf die gerade Linie. Gig. 144) AB eine gerad⸗ 
linige Figur beſchreiben, welche der gegebenen CFED ähnlich 
ift und eine ähnliche Lage mit ihr hat. 

Aufldfung und Beweis, 

Man mahe X BAG = X DCF (I, 23. S.) ferner 
3X ABG = X CDF, ‚dgnn X BGH = x DFE und endlich 
x GBH = x FDE,. fg, ift auch 

Ä x AGB = &% CFD (I, 32. Dr u J 

x6GHB=3%FED.. . 
Da num hierdurch die, Seiten, welche ‚gleiche Winkel bilben 
proportional ſeyn muͤſſen (VI, 4. S.) fo iſt 
AGB co CFED (VI, 1. Erkl.) 


N 
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Der 19. Sa 


Tehrfak. 


Yehnlihe Dreiede fichen in einem zweifach 
höhern VBerhältniffe ihrer Homologen Seiten. 
Es fei (Fig. 145.) AABC w A DEF, fo it 
A ABC : A DEF = (BC : EF)2. 
j Beweis. 
Man nehme zu den Linien BC und EF bie dritte Propor⸗ 
tionallinie BG (VI, 11. ©) fo daß. BC : EF = EF : BG, 
und ſoglich auch BCE : BG = (BC: : EF)? 
ift und ziehe die gerade AG. ' 
Da nun AABC w A DEF und X ABC = = x DEF, fo iſt 
auch AB: BC = DE EF (VI, 4. Ext, ) folglich 
AB : DE = BC : EF. Run war aber 
BC :.EF = EF : BG, daher ift 
AB : DE=EF : BG, und daher auch 
A ABG = A DEF. (VI, 15. S.) Es ift aber 
BC :;BG = A'ABC : A-ABG (VI, 1.6.) folglid 
BC : BG = A ABC : A DEF. Allein ed war 
BC : BG = (BC : EF)2, folglidy ift 
A ABC : A DEF = (BC : EF)%. 
Zufakß. 
Da_gezeigt wurbe, baß 
A ABC : A ABG = CB : BG oder 
A ABC : ADEF = CB : BG, fofolgt, daß, wenn 
drei gerade Linien proportional find, die erfte fich zur dritten 
verhält, wie bad Dreied über ber erften zu dem ihm ähnlichen 
und ähnlich liegenden Dreiede über ber zweiten, 


Der %. Sakß. 


Lehrfag. 


Aehnliche Vielecke laſſen ſich in gleichviele einans 
ber aͤhnliche, und den Ganzen homologe Dreiece 


/ 
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theilen. Und ähnliche Wielede ftehen im zweifach 


hoͤhern Berhältniffe ihrer homologen Seiten. 


e 


Es fei (Fig. .146.) DEABC ähnlid KLFGH, fo fönnen 
Seide Vielecke in gleichviele einander ähnliche und den Ganzen 
homologe Dreiecke getheilt werden. Auch ift 

DEABC : KLFGH = (AB : FG) . 
Beweiß . 
Il. Man jiche die geraden Linien BE und EC, fo wie auch 


Gl und LH,. Da nun DEABC oo KLFGH ‚: fo ift au 


XBAE= X GEL (VI, ı. Ertl.) und daher 
: BA: AE= GF : FL. Somit ift ferner 
ABAE w A FGL (VI, 4. S.) und daher | 
X ABE = x FGL. Weil aber die beiden Vielede 
einander ähnlich find, fo ift auch — 
3 ABC = 3% FGH, daher auch 
3 EBC = 3% LGH. (I, 3. &r.) Da,nın . 
A ABE cv A.FGL, fo ift 
EB: BA = LG : GF und weil 
DEABC co KLFGH, fo ift auch 
AB : BC = F6G : 6H, und daher 
EB : BCE =LG : GH. Daher ift auch 
A BCE ww A GHL (VI., 4.©.) Ebenfo wird bewiefen, 
daß auch A CDE co A HKL. Folglich find die Bielece in gleich⸗ 
viele unter ſich ähnliche Dreiecke zerlegt, 
II. Man ziehe bie geraden Linien AC und FH, fo ift, 


wegen ber Aehnlichfeit beider Vielede, 


3 ABC = 3%. FGH und. daher 
AB:BC=FG : GH; folglid find bie Dreiede 
ACB und FH6G gleichwinfelig, oder es ift 
X BAC = x GFH und / 
X BCA = 3% GHF. Daher ift in den Dreieden 


‚AMB und FNG nunmehr x MAN = 3 NFG. Es war aber 


. X ABM = x FGN, folglid iſt 

auh x AMB = & FNG. (I, 32. ©.) 

Daher haben die Dreiede AMB und ENG gleihe Winkel, und 

auf gleiche Art wird bewiefen, daß auch die Dreiecke CMB-umd 
HNG gleichwinfelig find, Daher iſt 
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AM : MB = FN : NG, und 
BM : MC = GN: NH (VI, 456.) folglich 
AM : MC=FN : NH. Es ift aber 
AM: MC=ABAM : ABMC=AEAM : AEMC (WI, 1. S.) 
und daher AM : MC = A ABE : A BEC. Ebenſo wirders 
wiefen, daß EN : NH = A FGL : A GL; folglich iſt 

A ABE: ABEC = AFGL: A GLH, daher 


AABE: AFGL= A BEC: A GLH. Wenn man 


nun die Linien BD und GK zieht, fo wird ebenfo bewiefen, 


daß ABEC: AGIH—= AECD : A LAK, folglich ift 


A ABE : A FGL = ABCDE : FGHKL. Demnad 
find diefe ähnliche Dreiede, in welche die Vielecke zertheilt 


wurden, den Bieleden homolog, d. h. diefe Dreiede find fo 
‘proportional, daß die Dreiede deö Vielecks ABCDE die Vor⸗ 


derglieder, und die Dreiecke des Vie lecks FGHKL die Hinter⸗ 


glieder in der Proportion ſind. 


Ein anderer Beweis. 


Da zuvor (in I.) bewiefen worden iſt, daß die Dreiecke des 


einen Vielecks den Dreieden des andern ähnlich find, fo ift 


A ABE : AFGCL= (BE : GL? A EBC : A L6H 


(VI, 19. ©.) Ebenfo wird bewiefen, daß 

AEBC : A LGCH = (EG : LA) = A ECD : X LHK. 
Daher iſt audı 

AABE : AFGL= AEBC :ALGH= AECD : ALHK, 


Somit find die Dreiecke ABE, EBC und ECD die Vorderglieder - 


und die Dreiede FGL : LGH und LHK die Hinterglieder. Das 
ber it A ABE : A FGL = ABCDE : FGHKL. 

II. Da fo eben bewiefen worden ift, daß 

AABE: AFGL= ABCDE: ; FGHKL und 
A ABFE: AFGL= (AB: FG)? (VI, 19. ©.) fo iſt 
auch ABCDE : FGHKL = (AB: : FG)2. 
| € rter Zuſa tzz. 

Auf gleiche Art kann man auch von aͤhnlichen Vierecken 
beweiſen, daß ſie in dem zweifach hoͤheren Verhaͤltniſſe ihrer 


Dreiecken erwieſen (VI, 19. ©.). Folglich find überhaupt alle 


x 
. 


homologen Seiten ftehen. Es ift aber auch ebendiefes von den. 
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ähnliche gerablinige Figuren in zweifach höheren Verhaͤltniſſe 
ihrer homologen Seiten. 
Zweiter Zufak. 

Penn man zu AB und FG bie dritte Proportionallinie O 
füht, fo ft AB: O = (AB : FG)? Nun ift auch irgend 
eine geradlinige Kigur auf AB zu einer ihr ähnlichen und aͤhn⸗ 
lich liegenden Zigur auf FG im zweifad; höheren Verhältniffe 
yon AB : FG. Wenn daher drei gerade Linien AB, FG 
und O proportional find, fo verhält fich die erfte oder AB fo 
zur dritten oder O, wie fich irgend eine gerablinige Figur auf 
AB zu einer ihr ähnlichen und ähnlich liegenden Figur auf FG 
verhält. 


U 


Der 1 Sak. 


Lehrſatz. 

Wenn jede von zwei geradlinigen Figuren der 
naͤmlichen dritten aͤhnlich iſt, ſo ſind auch jene zwei 
Figuren unter fich ähnlich. 

Es fei (Fig. 147.) fomwohl die‘ gerablinige Figur A, als 
auch die Figur B- der dritten Figur C ahnlich, fo. ift auch 
AwB 

Beweis, 

Da A und B einander ähnlich find, fo find fie auch gleich⸗ 
winkelig, und die Seiten welche gleiche Winkel einſchließen, 
einander proportional. (VI, 1. Erkl.) Nun find auch die Figu⸗ 
ren B und C einander ähnlich, und Daher ebenfalls gleichwinkelig 
und bie, gleiche Winkel einfchließenden Seiten einander pro⸗ 
portional. Daher müffen auch die Figuren A.und B gleidys 
winkelig ſeyn, (I, 1. Gr.) fo wie auch die Seiten, welche 
gleiche Winfel einfchließen,, einander proportional ſeyn mäffen. 
Folglich find auch die Figuren A und B einander ähnlich (VI, 
1. Erfl.) - | 

Der 2. Sah, 
ehrfas. 

Wenn vier verade Rinien proportional find, fo 
müffen auch die. auf denfelben befchriebenen ähns 
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Tichen und ähnlich liegenden geradlinigen Figuren 
einander proportional feyn. Und wenn die auf 
vier geraden Linien befdhriebenen ähnlichen und 
ähnlich liegenden Figuren einander proportional 
find, fo muͤſſen auch dieſe vier geraden Linien 
einander proportional ſeyn. 

Es ſei (Fig. 148.) AB : CD = EF : GH und 

A KAB A LCD, ferner 
MVFE co NWBHG, fo ift auch 
A KAB? A LCD = MVFE : NWHG. 
Wenn aber umgefehrt A KABcw A LCD, ferner 
MVFE co NWEG, und AKAB : ALCD=MVFE ; NWEG, 
ſo muß auch AB: CD=EF : GH ſeyn. 
— Beweis. | 
I. & ſei AB: CD EF: GH. Macht man num 
AB’: CD = CD : O (VI, 11, ©.) und 
EF :GH=GH:P, fo ift aud 
CD :O0 =GH :P. Es war aber 
"AB®SCD=EF: GH, daher ift 
AB: O=EF:P. Mer * 
AB: OAKaAB: A LCD (VI, 20.6) 
Und EF : -P:= MVFE : NWHG, folglich ift auch 

A KAB : A LCD = MVFE : NWRc. 

II. &8 feiferner RAB: A LCD = MVFE : NWHG. 
Nimmt man nın AB x: CD=—=EF: ‚QR (VI, 12:6.) bes 
fchreidet auf OR eine der MVFE und der NWHG ähnliche 
und ähnlich liegende Figur SZROQO, fo ift nach dem erften Theile 
des Beweifee A KAB : A LCD = MVFE : SZRQ. Es ift 

aber A KAB:: A LCD = MVEFE : NWHG nad 
der Annahme, folglich muß auch 
MF : SR = MF : NH und daher auch 
SR —= NH ſeyn. Weil aber nun 

MVFE oo». NWHG und uh 

MVFE co SZRQ, fo iſt auch 

SRZQ wo» NWHG (VI, 21. S.) 
Daher ift (man fehe den nachfolgenden Lehnſatz) 
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OR = CH: Es wär aber: 
AB:.CD=EF: OR, folglidy ift uch 
AB : CD — EF: GH. 

echnfap. 

Daß aber, wenn geradlinige Figuren einander 
gleich und ähnlich find, ihre homologe Seiten 
einander gleih feyn müffen,.. kann auf folgende 
Art bewiefen werden, . ' 

Es feien die geradlinigen Figuren NWHG und SZRQ einans 
ber gleich und ähnlich ,- fo muͤſſen die homologen Seiten QR ° 
und GH einander gleich feyn. 

Beweis. 

Wenn diefe Linien QR und GH ungleich wären, fo fei die 
eine, etwa QR, die größere. Da nun SZRQ co NWHG, fo ift 
OR: 0QS = GH :.GN und folglich 

QR:CGH=0S:GN. Nun if 
.QR > GH, folglich auch 
QS > GN und daher auch 
SZRQ >.NWHG (VI, 20. ©.) weldes mit 


dem Erwiefenen, daß SZRQ = NWHG it ‚im MWiderfpruche 


ſteht. | | 
\ Anderer Beweis . 
Da A KAB: A LCD = MVFE : NWH6G,'aber ' 
A KAB: A LCD = (AB: CD)? (VI, 20, Zuſ. 
und. MVFE : NWHG = (EF : GH)? fo if | 
(AB : CD)? = (EF : GH)? und folglich 
AB: CD EF: CH. 


Der 23. Sa. 


Lehrſa tz. 

Wenn Parallelogramme gleichwinkelig fin, fo 
ftehen fie in einem sufammengefegten Berpättniffe 
ihrer Seiten. 

Es feien Die Parallelogramme Big. 149.) ABCD und CGFE . 
gleichwinfelig, fo ſtehen ſie im zuſammengeſetzten Verhaͤltniſſe 
ihrer Seiten BC, CG und DC, CE. 
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Beweis. 

Wenn matt die Seiten BC und CG in eine gerade Linie 
BCG legt, fo bilden, weil Winfel BED = Winkel ECG (I, 
14.©.) auch die Seiten DC und CE eine gerade Linie DCE. 
Man vollende nun das Parallelogramm DHGC und es fei 
K eine angenommene gerade Linie. , 

Macht man nun BE:CG K: L (VI, 12. S.) und 
| DC: CE L: M, fo ift das Berhältnig 
‚K:M aus den Berhältniffen 
K : L-und L : M oderausden ihnen gleichen 
Verhaͤltniſen, 
BC: 6C6 und DC.: CE muſammengeſett (VI, 5. Erkl.) Weil 
nun BC : CG = ADCB : DHGC (VI, 1. ©.) unb 
DC» CE = DHGC : CGFE, fo ift auch | 
KK: L=ADGB : DHGC und 
L: M = DHGC : CGFE. Daher denn 
K:M = ADCB : CGFE und es ift auch 


das Berhäftniß von ADCB : CGFE aus ben beiden Berhälts 


niffen von BC : CG und von DC : CE zufammengefegt. 


Der A. Gap. 


Lehrſa tz. 


Sn jedem Parallelogramme find die um bie. 
Diagonale hberliegenden Parallelogramme ſowohl 
dem Ganzen, als auch einander felbft ähnlich. 

Es fei (Fig. 150.3 ABCD das Parallelogramm, AC feine 
Diagonale, um welde die Parallelogramme AEFG und FHCK 
herliegen, fo find diefe drei Parallelogramme einander ähnlich. 

Beweis. 
Da in dem Dreiecke ABC die EF parallel mit BC und in 
bem Dreiede ADC die FG parallel mit CD ift, fo hat man 
‚, BE: EA=CF:FA, und aud 
DG:GA = CF: FA (VI, 2. ©.) folglich auch 
BE : EA = DG : GA und daher 
9 
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BA : AE = DA : AG, alfo auch 
BA :AD = EA : AG. Folglich find in den Pas 
rallelogrammen ABCD und AEFG bie Seiten um ben gemeins 
fchaftlichen Winfel BAD einander proportional. 
Da nun GE mit DC parallel, fo ift 
X AGF = % ADC (I, 29. ©.) und 
X GFA = x DCA Da nun 
3 DAC = x DAC, fo find die beiden Dreiede 
ADC und AGF gleichwinfelig. | 
Auf eben diefe Art wird bewiefen, daß die Dreiede ABC 
und AEF gleichwinfelig find. Daher müffen auch die Parals 
Ielogramme ABCD und AEFG gleichwinfelig feygn. Da num 
AD : DC = AG : GF (VI, 4.6.) und 


CB: BA = FE: EA, ferner 
DC: CA=GF:FA und 
AC: CB=AF:FE, fo if 


DC : CB = GF : FE. Es war aber nach dem 
Vorigen BA : AD = AE : AG, daher find in den gleich, 
winfeligen Parallelogrammen ABCD und AEFG die Geiten, 
welche gleiche Winfel bilden, einander proportional; folglicdy 
dieſe Parallelogramme einander ähnlich. CVI, 1. Erkl.) 

Auf eben diefe Art wird bewiefen, baß auch 
FHCK c® ABCD. Folglich muß audy 
AEFG co FHCK feyn. (VI, 21. ©.) 


Der DD. Satz. 
Aufgabe. 

. Eine gerablinige Figur zu bilden, bie einer ge 
gebenen geradlinigen aͤhnlich und einer andern 
gegebenen gleich ift. 

Es fei (Fig. 151.) ABC die gegebene Figur, welcher man 
eine andere ähnlich machen fol, und D fei jene Figur, welcher 
fie gleich ſeyn fol. 

Aufloͤſung. 

Man beſchreibe auf BC ein Parallelogramm BCEL, welches 

dem Dreiecke ABC gleich iſt CI, 44. ©.) und auf die Linie 


* 
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CE unter dem Winkel CBL ein Parallelogramm CEMF, welches 
‚der Figur D gleich ift CI, 45. ©.) fo liegen BC und CF, fo 
wie auch LE und EM in einer geraden Linie CI, 14.6.) Nun 
nehme man gu CB und CF die mittlere Proportionallinie GH 
(VI, 13. ©.) und beichreibe über GH ein Dreieck GHK , weiches 
dem Dreiede CBA ähnlich ift und aͤhnlich liegt. (VI, 18. ©.) 
Beweis, 
Da hier BC :s GH = GH:CF, fo ift aud 
BC: CF = A ABC: A KGH (VI, 20. Zuſ.) 
Sun ift aber BC : CF = CBLE ; CFME (VI, 1. ©,) daher 
and) A ABC : A KGH = CBLE : CFME, folglid, 
A ABC : CBLE = A KGH : CFME. Es iſt aber 
| A ABC = CBLE, folglidy auch 
| AKCH—=CFME =D. ' 


"Der 26. Sa. 


Lehrſantz. 
Wenn von einem Parallelogramme ein ihm aͤhn⸗ 
liches und ähnlich liegende unter einem gemein _ 
Thaftlihen Winkel abgefchnitten wird, fo liegen 
beide um einerlei Diagonale. 

Es werde (Fig. 152.) von dem Parallelogramme ADBC 
das ihm ähnliche und Ahnlich liegende Parallelogramm AGFE 
unter dem nämlicher Winfel DAB abgefchnitten, fo liegen 
beide um die nämliche Diagonale AFC. 

Beweise 

Wenn diefe beiden Parallelogramme nicht um die nämliche 
Diagonale. lägen, fo müßte die Diagonale des Parallelos 
gramms ADCB nicht durch den Punct F gehen. Man nehme 
an, fie ginge durch einen andern Punct, etwa durch H und fei 


AHC. Wan ziehe durch H die HK mit AD und BC gleide - 


laufend, fo it ADCB cv AGHK (VI, 24. ©.) Folglich) 
DA: AB= CA: AK (VI, 1.Erfl,) Weil aber 
ADCB co AGFE;, fo hat man 
DA: AB=GA:AE (VI, 1. Erkl.) Daher 
9 & 
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‚müßte GA : AK—= GA : AE, ober 
GA:GA= AK: AE, folglidy 
| AK = AE feyn, welches wiberfprechend 
it (1, 9. Gr.) | | 


Der 7. Sap. 


Lehrfag. 
Ein Parallelogramm aufder Hälfte einer gege⸗ 
benen geraden Linie iſt größer, als jedes andere 
Darallelogramm auf einem beliebigen Abfchnitte 
berfelbigen Linie, deffen Ergänzung auf dem übris 
gen Abfchnitte dem Parallelogramm auf der Hälfte 
ähnlich ift. und Ahnlich liegt. | 
Es fei (Fig. 153.) die gegebene gerade Linie AB in C hals 
birt, fo ift der Abfchnitt, auf welchem das andere Parallelos 
gramm befchrieben werben foll, entweder größer oder Kleiner, 
als die Hälfte AC. . 
0 Beweis. 
| L Es fei AK der gegebene Abfchnitt und AK > AC. 
Man befchreibe auf AC das Parallelogramm ACDV und 
deffen Ergänzung CBED; ebenfo auf AK ein anderes Parals 
lelogramm AKFG und defien Ergänzung KBHF co CBED 
cd ACDV, fo ift zu beweifen, daß ACDV > AKFG. Da die 
Parallelogramme CBED und KBHF einander ähnlich find, fo 
liegen beide um einerlei Diagonale. (VI, 26. ©.) * 
Man ziehe dieſe Diagonale DFB und vollende die Figur, P 
ſo ift, weil CKFL = FHEOQ (I, 43, S.) und Ä 
... KBHF = KBHF,:nun aud) 
. CBHL = = KBEQ. Es ift aber, weil 
I AC = CB, auch CBHL = ACLG (I, 36.6 D 
" Daher it ACLG = KBEQ, allein 
CKFL = CKFL, daher 
AKFG = Gnom. LMN; folglich muß CBED oder 
ACDV größer, < als AKFG feyn. 
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I. Es fei (Fig. 153.) AD der gegebene Abfchnitt und AD 
<AC. Man befchreibe auf AC das Parallelogramm ACLK, 
deſſen Ergänzung CBML ift, und auf AD ein anderes Parals 
Ielogramm ADEH, deſſen Ergänzung DBFE CBML 
ACLK ift, fo ift zu beweifen, daß ACLK > ADEH. 

Da die Parallelogramme DEFB und CLMB einander aͤhn⸗ 
lich find , fo liegen beide um einerlei Diagonale (VI, 26. ©.) 
Wird nun diefe Diagonale ELB gejogen und die Figur vollens 
det, fo ift, weil FG = GH, nunmehr au 

‚LGFM = LGHK (1, 36. &.) und daher 

LGFM > LGEV. Es ift aber . 
LGFM = LVDGC (I, 43. ©.), daher auch 

LVDC > EHKV. Allein 

KVDA = KVDA, folglich 

AKLC > AHED. 


D er 28 © a ß. \ 


Yufgabe 


Auf bem Abſchnitte einer gegebenen geraden 
Linie ein Parallelogramm dergeſtalt zu beſchrei⸗ 
ben, daß es einer gegebenen geradlinigen Figur, 
welche nicht größer, als das Parallelogramm auf 
der halben Linie ift, gleich fei, und daß feine Ers 
gänzung auf dem andern Abfchnitte einem gegebes 
nen, ber Ergänzung des Parallelogramme auf der 
halben Linie Aähnlidhen Parallelogramme gleich 
ſe i. 

Es ſei (Fig. 155.) AB die gegebene gerabe Linie und C 
Die gegebene geradlinige Figur, welcher man eine andere auf 
der Linie AB gleich machen fol; auch fei C nicht größer, als 
das Parallelogramm auf der Hälfte der Linie. Kerner feien bie 
Ergänzungen einander ähnlich und die Figur, welcher bie 
Ergänzung ähnlich feyn foll, ſei D, und man fol auf AB ein. 
der Figur € gleiches Parallelogramm befchreiben, welches ein 
Der Figur D Ähnliches Parallelogramm zur. Ergänzung hat. . 
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Auflöfung und Beweis. 

& fei die gegebene gerade Linie AB in E halbir. Man 
beſchreibe auf BE das Parallelogramm BEGF, welches dem 
gegebenen D ähnlich und ähnlich liegend ift, (VI, 18. ©.) 
und vollende das Purallelogramm AECH, fo ift dieſes Parals 
Ielogramm AEGH, welches nicht Feiner ald C feyn darf, ents 
weter ebenfo groß, oder größer ale C. Wäre das erfte, fo 
wäre auch die Aufgabe ſchon aufgeldfet, da auf dem Abfchnitte 
AE ein Parallelogramm AEGH befchrieben waͤre, welches — 
C und deſſen Ergänzung EGFB co D ift. 

Waͤre aber AHGE > C, fo ift, weil 

- AHGE —= EGFB auch 

ECGFB >.C. Run befchreibe man ein Parallelos 
gramm KLMN, welches dem Ueberfchuffe von EGFB über C 
gleich und bem gegebenen Parallelogramme D ähnlich und 


‚ähnlich liegend it CVI, 25. ©.) Diefes Parallelogramm ift 


⸗ 


daher auch dem Parallelogramme EGFB ähnlich; fo, daß LK 
der GE und LM der GF homolog, und LK: LM=GE: 


GP if. 
Nun ift aber EGFB = C + KLMN und daher \ 


EGFB > KLMN, folglich auch 
GE >IK (VI, 20. Zuf.) und 
GF >. LM. Run made man FE 
GZ = LK um o= — LM, und völlende das 


Parallelogramm ZGOP, fo. ift 


ZGOP KLMN. Es ift aber 

KI.MN co EGFB, daher auch 

ZGOP w EGFB , 21. ©.) Folglich liegen 
beide um die nämlicke Diagonale CVI, 26. ©) Man ziehe 
dieſe Diagonale GPB und vollende die Figur. 

Da bier EGFB=C + KLMN und auch 
ZCGOP = KLMN, fo ift 
EGFP = C-+ ZGOP, und daher Gnom. 
TVX C. Da aber 
OFQP = ZPRE (I, 34. S.) und 
'PQBR = POQBR, fo ift auch 


’ 
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OFBR = EZQB — EZSA. Allein _ 
ZPRE — ZPRE, folglich Gnom. 
TVX —= SPRA, und daher 
SPBA = C. Demnach ift anf dem Abfchnitte 
AR ein Parallelogramm ARPS befchrieben, welches = C und 
deffen Ergänzung RPOQB ww ZGOP & D ift. (VI, 24. ©.) 


Der 29. Satß. 
Aufgabe, 

Auf eine gegebene gerade Linie ein Parallelo- 
gramm fo zu befchreiben, daß es nebft feiner, einem - 
gegebenen Parallelogramme ähnlihen Ergänzung 
aufder ingleicher Richtung angeſetzten Linie, einer. 
gegebenen geradlinigen Figur gleich if. 048 

Es fei (Fig. 156.) bie ‚gegebene gerade Rinie AB; Die ge 
gebene geradlinige Figur, welcher eine andere auf AB gleich 
werden fol, fei C; jene aber, welchet der Ueberfchuß ähnlich 
feyn fol, ſei D. Man fol auf AB ein der Figur C gleiches 
Parallelogramm bilden, welches ein, der Figur D Ähnliches 
Parallelogramm zum Ueberfchuffe hat. 

Aufldfung 

Man halbire bie AB in E, befchreibe auf EB ein Parallelos 
gramm EFLB, weldjed dem gegebenen Parallelogramme D 
ähnlih ift CVI, 18. ©.) und ein Parallelogramm GKHV 
welche = EFLB + C und w D, felglid auch co EFLB iſt 
(VI, 25. ©.) und es ſeie ⸗ 

KH: KG = FL: FE. Run iſt 
GKHV > EELB, baher auch 
KH > FL und 
KG > FE, 
Man verlängere FL über L, made FU = KH, und verlängerte 
FE über E, und mache FN = KG, vollende auch das Paralo 
Ielogramm NFMZ , fo ift 
NFMZ & GEBV. Es iſt aber 


! 


\ 
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GKHV co EFLS, daher anch 

NFMZ co» EFLS und beide Parallelogramme 
mäffen um einerlei Diagonale liegen. (VI, 3. ©) Mau 
ziehe dieſe Diagonale FBZ und vollende die Figur. 

Beweis, 
Da GKHV = EFLB + C und 

GKIHV = NFMZ, fo ift aud) 

, NFMZ = EFLB + C und daher Gnom. 
QRS = C. 

es iſt aber, weil AE—= EB, auch 

AENW = EBPN = LMOB (I, 3. S.) Allein 

NEOZ = NEOZ. Daher 

AOZW = Gnom. ORS und folglich 

-AOZW =C. 
Daher ift auf AB ein Parallelogramm ABPW beſchrieben, 
welches nebſt feiner, ‘der Figur D ähnlichen Ergänzung PBOZ 
Der gegebenen Figur C gleich ift. 


Der 30. Sah, 


Aufgabe 


Eine gegebene begränzte gerade Linie nach fletis 
ger Proportion zu theilen. 
Es fei (Fig. 157.) AB die gegebene gerade Linie, welche 
nach ſtetiger Proportion getheilt werden ſoll. 
Aufloͤſung. 
Man bilde über AB das Quadrat ABGC (I, 46. ©.) und 
befchreibe auf AC ein dem Quadrate ABGC gleiches Parallelos 
gramm CHDF, welches die, der Figur ABGC ähnliche Figur 
AHDE zum Ueberſchuſſe hat. 
Beweis. 
Da ABGC ein Quadrat iſt, fo muß auch AHDE ein 
Duadrat feyn. Da ferner 
CHDF = CABG und 
CAEF = CAEF, ſo muß auch 
AHDE = FEBG feyn. 


or 


Aber AHDE und FEBG ſind zleichwinkelig folglich iſt 
FE: ED C AE: EB (VI, 14. S.) Es iſt aber 
FES CA AB GI, 34.6.) und 
ED=AE, daher auch 
BA:AE—=AE:EB © iſt aber 
BA > AE, daher auch 
AE > EB. Folglich ift die Tinte AB in E 
nach Retiger Proportion getheilt. (VI, 3. Erkl.) 
Andere Aufldfung. 

Dan fchneide die Linie AB fo in dem Puncte E, daß das 
Rechteck aus AB und BE dem Duadrate von AE gleidy ift (II, 
11.8.) fo muß auch BA : AE = AE:EB feyn (VI, 17.6.) 
und AB ift in E auf die verlangte Art getheilt, (VI, 3. Erfl.) 


Der 31. Sapß. 


Lehrſa tz. 

In jedem rechtwinkeligen Dreiecke iſt die Figur 
auf der, dem rechten Winkel gegenüber liegenden 
Seite fo groß, als die beiden ihr ähnlidhen und 
ähnlich liegenden Figuren auf den beiden andern 
Seiten zufammengenommen, 

Es fei (Fig. 158.) BAC das rechtwinfelige Dreied, worin 

3 BAC=R, fo ift die über BC befchriebene Figur fo groß, 

als die beiden über AB und AC befchriebenen ihr ähnlichen 

and aͤhnlich liegenden Fund G zufammengenommen, 
Beweis. 
Penn man aus dem Puncte A auf BC das Loth AD zieht, 
fo it A ABC w A ADB (VI, s. S.), daher 
CB : BA=BA : BD, und folglid) 
CB: BD=E;:F (VI, 20. Zuf.) 

Auf gleiche Art wird bewiefen, daß 
CB:CD=E;:G. Daher ift au 
CB:BD+-CD=E:F+G. &if abe 

CB = BD + CD, folglich auch 
E=F+6G 
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Anderer. Beweis, 
. Da bie, über den drei Seiten bes rechtwinfeligen Dreiecks 
befchriebenen Figuren einander ähnlich find, fo ift 
E:F= (BC : AB)? (VI, 23. ©) € iftaber 
Dödr.BC : Odr. AB = (BC : AB)? (VI, 20. Zuf.) folglich 
auh E: F= Quabr. BC : Quadr. AB. 
Ebenfo wird bewiefen, daß 
‚E:G = Quabr. BC : Duadr. AC. Daher ift 
E:F+G = QDuadr BC: Ouadr. AB + Quadr. AC. 
Es iſt aber auch 
Quadr. BC Quadr. AB 4 Quadr. AC (I, 47.6.) 
Daher E=E + 


Der 2. Sap. 


- Lehrſa tz. 
Wenn zwei Dreiecke, worin zwei Seiten des 


einen zweien Seiten des andern proportional ſind, 
fo aneinander gebracht werden, daß ihre homologen— 


Seiten Yarallel find, fo liegen ihre dritten Seis 
ten in einer geraden Linie. 

Es fei (Fig. 159.) in den Dreieden BAC und’ CDE bie 
BA:AC=CD:DE, und ed fet AB mit DC; auch AC mit 
DE gleichlaufend, fo liegen die Seiten BC und CE in einer 
geraden Linie BCE. Ä 

Beweis, | 

Da die Seite AB mit DC und Die Seite 40 mit DE gleich⸗ 
laufend ift, fo iſt auch 
| X BAC = x ACD (I, 29. ©.) und 

X CDE = x ACD, daher aud) 
3 BAC = % CDE. Da nun nady der Annahme 


BA: AC=CD:DE, fo find aud die Dreiede: 


ABC und DCE gleichwinfelig (VI, 6. S.) folglich ift 
X ABC = x DCE. Es war aber aud) 
XBAC x ACD. Daher ift 
ZABC+ XBAC = x ECA Mein 
3 ACB = x ACB. Folglich 


| 


| 
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XABC + XBACH 3x ACB= x ACE + x ACH. 
Aber ABC + XBAC + XACB = aR (1, 32. S.), folglich 
andy X ACE + X ACB == 2 R, und daher BCH 
eine gerade Linie CI, 14.©.) Ä 


Der 3. Safß. 


Lehrſat. 

In gleichen Kreiſen ſtehen ſowohl bie Gentri⸗ 
winkel, als auch die Peripheriewinkel und ebenſo 
die Ausſchnitte in dem Verhaͤltniſſe der Kreis⸗ 
bogen, worauf ſie ſich befinden. 

Es feien (Fig. 160.) in den gleichen Kreifen ABC und DEF 
an den Mittelpuncten G und H die Winfel BGC und EHF; an. . 
den Umfreifen aber die Winkel BAC und EDF, fo ift 

X BGC : x EHF = Bog, BC : Bog. EF. Ferner . 

3 BAC : 3 EDF = Bog. BC : Bog. EF, endlich Auds 
ſchnitt BGC : Ausfchnitt EHF = Bog. BC : Bog. EF. | 

Beweiß 

L Man nehme in beliebiger Menge die Kreisbogen CK, 
KL dem Bogen BC und die Kreisbogen FM, MN dem Bogen 
EF gleich, ziehe GK und GL, ferner HM und HN, fo find 
die Gentriwinfel, die auf gleichen Bogen fliehen, einander gleich. 
(III, 27. ©.) Folglich find Bogen BL, Winfel BGL vom 
Bogen BC und Winfel BGC, und ebenfo Bogen EN, Winkel 
EHN von Bogen EF und Winfel EHF bie Gleichvielfachen, 
und es iſt 
wenn Bog. BL > Bog. EN, auch BEL> EHN und 
wenn Bog.BL Bog. EN au X BGL=3XEHN und 
wenn Bog. BL< Bog. EN, au XBGL< 3X EBN (III, 27.6.) 

Daher iſt Bog- BC: » Dog. EF=3BGC : x EHF. 
Weil aber 
ıBGC = a % BAG (III, 20. S) und auch 
% EHF = a x EDF, fo iſt 
XBGC:xEHF = % BAC : x EDF, folglich auch 
Bog.BC:Bog.EF = x BAC : x EDF. 
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IL. Man ziehe bie geraden Linien BC und CK, nehme 
zwifchen B und C den willführlichen Punct O, zwiſchen C und 
K den willführfichen Punct P und ziehe BO, oc, CP, und PR. 

Da hier GB= GC = GK, and 
x BGC = x CGK, fo ift auch 
A CGB = A CGK (I, 4 ©.) und folglidy 
BC = CK. 

Da die Bogen BC und CK einander glei find, fo find 
andy ihre Nefte vom ganzen Umfange gleich. Folglich ftehen 
die Winfel BOC und CPK auf gleichen Bogen und find daher 
einander gleich (III, 27. ©.) Folglich find auch Die Segmente 
BOC und CPK einander ähnlich CIII, 11. Erkl.) Allein ihre 
Grundlinien BC und CK find einander gleich, folglich muͤſſen 
auch die Segmente BOC und CPK einander gleich ſeyn. CI, 
24.5.) Allein die Dreiecke CGB und CGK find einander gleich, 
folglich find ed auch die Ausfchnitte GBC und GCK. 

Ebenfo wird erwiefen, daß die Ausfchnitte CGK und GKL 
einander gleich find. Daher find audy die drei Außfchnitte 
einander gleich. Daher find Bog. BL und Ausfchn: GBL bon 
Bog. BC und Ausfchn. GBC, und auf gleiche Weife Bog. EN 
nnd Ausſchn. HEN von Bog. EF und Ausfchn. HEF bie Gleich⸗ 
vielfachen. Auch iſt, 
wenn Bog. BL > Bog. EN iſt, auch Ausſchn. GBL > Aus 

ſchnitt HEN 
wenn Bog. BL = Bog. EN ift, auch Ausſchn. GBL = Aus⸗ 
ſchnitt HEN . 
wenn Bog. BL < Bog. EN ift, auch Ausſchn. GBL < Aus⸗ 
fhnitt HEN, folglich ift 
Bog. BC : Bog. EF = Ausſchn. GBC Aus⸗ 
ſchnitt HEF. 
Zufag.. 

Hieraus geht hervor, daß auch die Kreisausfchnitte BGC. 
und EHF fich wie die Winfel am Mittelpuncte BGG und EHF 
verhalten. 


Ende bes fehfen Bud.) 


I I TTTTUOZ zu 


Das 
er! fte Bud 
der 


Elemente des Euclides. 





Dieſes Buch handelt; oo. 


1) Als Vorbereitung zur Körperlchre (Stereometrie) von 
der Lage gerader Linien und ebener Flaͤchen gegen Ebenen. 
Sat 1—19. 
| 2) Bon den Körperwinfeln. Sag 290— 23. 


| 3) Bon ben Parallelopipeden und. dreiedigen Prismen. 
Sag 24- 40. 





.r; 
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Erflärungen zum eilften und’ zwölften Bude. 





1. C Rdıy er iſt dasjenige, was eine eärie, Vreite 
und Tiefe hat. | zu 

2. Die Grenze eines Körpers ift eine gräch. ” 

3. Eine gerade Linie fteht auf einer Ebene loth⸗ 
recht, wenn fie mit allen in derfelben Ebene liegenden und 
fie berührenden geraden Linien rechte Winkel bilder. 

4. Eine Ebene ſteht auf einer andern Ebene loth» 
‚recht, wenn alle gerade Kinien, welche in der einen Ebene 
auf den gemeinfchaftlichen Durchfchnitt beider Ebenen ſenkrecht 
errichtet werben, auch auf der andern Ebene lothrecht ſtehen. 

s. Die Neigung einer geraden Linie gegen eine 


Ebene iſt der. ſpitze Winkel, welchen fie mit einer andern 


geraden Linie bildet, die man durch zwei Puncte in der Ebene 
zieht, wovon der erfte der Fußpunet jener erften Linie, der 
“andere aber jener Punct ift, in welchem ein irgendwo von ihr 
- auf die Ebene gezogened Loth eintrifft. 

6. Die Neigung zweier. Ebenen gegeneinander 
ift der fpige Winkel, der von zwei geraben Linien gebildet 
wird, welche in beiden Ebenen auf den gemeinfchaftlichen 
Durchfchnitt und aus dem nämlichen Puncte ſenkrecht errichtet 
werden. 

7. Zwei Ebenen haben ähnliche Neigungen gegen einans 
der, .wenn bie ebenbemerften Neigungewinfel einander gleich 
find. | 

8. Parallele Ebenen find jene, welche bei jeder Vers 
längerung niemals zufammentreffen. Ä 

9. Aehnliche Körper heißen jene, bie von gleicwielen 
ähnlichen Ebenen begraͤnzt werden. 

10. Gleiche und ähnliche Körper find jene, die von 
gleichwielen, gleichen und ähnlichen Ebenen eingefchloffen werben. 
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11) Ein förperliher Winkel (eine Ede) iſt die Neigs 
ung, von mehr ald zwei geraden Linien gegen einander, die 
einander berühren, ohne in einerlei Ebene zu liegen; oder: 
ein förperlicher Winkel ift jener, ber von wenigfiend drei 
ebenen. Winfeln begränzt wird, weldye in einem Puncte zus 
fammentreffen, ohne in einerlei-@bene zu liegen. 

. 42. Eine Pyramide ift jener Körper, der von. Ebenen 
begraͤnzt ift, welche von einer einzigen Ebene ausgehen und 
in einem Puncte auffer ihr zufammentreffen. 

13. Ein Prisma ift ein Körper, der von Ebenen begrängt 
it, unter weldyen zwei einander gegenüberliegende fowohl 
gleidy und ähnlich, als parallel; die übrigen aber Parallelos 
gramme 1 find. 

14. Eine Kugel ift jener Körper, welcher von einem Halb⸗ 
treiſe beſchrieben wird, wenn ſich derſelbe einmal ganz um ſeinen 
unbeweglichen Durchmeſſer herumbewegt. 

45 Die Are der Kugel iſt die ebenbemerkte unbewegte 
Linie, um welche der Halbkreis gedreht wird. 

. 46. Der Mittelpunct der Kugel ift eben jener Punct, 
welcher auch Mittelpunct des bemerkten Halbkreiſes ift. 

417. Der Durdhmeffer der Kugel ift jene gerade Linie, 
welche durdy den Mittelpunct geht, und an beiden Seiten 
von der Kugelfläche begrängt wird, 

18. Ein Kegel ift jener Körper, welchen ein rechtwinfeliges 
Dreieck befchreibt, wenn dafjelbe rings um eine den rechten 
Winkel bildende Seite gedreht wird. Dieſes unverrücte Loth 
ift entweder ebenfo groß, oder fleiner, oder größer, ale das 
andere bewegte, und bildet hiedurch im erſten Falle einen 
rechtwinkeligen, im zweiten einen ſtumpfwinkeligen, 
und im dritten einen ſpitzwinkeligen Kegel. 

19. Die Axe des Kegels iſt die unbewegt bleibende 
Linie, um welche ſich das Dreieck gedreht hat. 

20. Die Grundflaͤche des Kegels iſt jener Kreis, 
welcher von dem bewegten Lothe beſchrieben wird. 

21. Ein Colinder iſt jener Koͤrper, welcher von einem 
rechtwinkeligen Parallelogramme beſchrieben wird, wenn ſich 
daſſelbe rings um ſeine unbewegliche Seite dreht. 
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'29. Die Are des Eylinders ift jene unverrücte Seite, 
um welche fich dad Parallelogramm gedreht hat. . 

23. Die Örundflähen des Eylinders find jene Kreife, 
welche. von ben beiden. entgegengefeten, bewegten Seiten bes 
Parallelogramme befchrieben werden. 

24. Kegel, fo wie auch Eylinder, find einander ähnlich, 
wenn ihre Aren und die Durchmefler ihrer Grundflaͤchen 
einander proportional ſind. 

25. Ein Würfel (Cubusd) jſt jener Körper, der von ſechs 
gleichen Quadraten eingefihloffen wird, | 

36. Ein Tetraeder ift ein Körper, der von vier gleichen 
und gleichfeitigen Dreiecken begrenzt wird. 

27. Ein Dctaöder ift jener Körper, der von acht gleichen 
sind gleichfeitigen Dreieden eingefchloffen wird. 

28. Ein Dodecaësder ift ein Körper, der von. zwölf glei. 
chen, sleihfeitigen ünb gleichwinfeligen Fuͤnfecken begränzt 
wird. 

29. Ein Gcof aeber ift ein von zwanzig gleichen und 
gleichfeitigen Dreiecken begrengter Körper. 


Der 1 Sa 


Tehrfag. 

Bon einer geraden Linie fann nicht ein Theil in 
einer Ebene und ein anderer Theil aufferhalb 
Diefer Ebene liegen: 

Es fei (Fig. 161.) AB eine gerade Linie, fo kann von ihr, 
nicht zugleich ein Theil in der Ebene MN, und ein anderer 
Theil aufferhalb diefer Ebene liegen. 

Beweis. 

Wenn ABC eine gerade Linie wäre, von welcher der 
Theil AB in der Ebene MN und der Theil BC oberhalb diefer 
Ebene läge, fo verlängere man den in der Ebene liegenden 
Theil AB nach D. Hierdurch würden die zwei geraden Linien 
ABC und ABD fid; einander in der geraden Linie AB durch⸗ 

fohneiden, welches widerfprechend iſt, da zwei gerabe Linien 
J 10 
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nur in einem Puucte sufanmentreffen können, wenn fie nicht 
gan; sub gar auf einander fallen. 


Der 1.©Saß. 


Lkehrſatz 

Wenn ſich zwei gerade Linie einander durch⸗ 
fhneiden, fo liegen fie in einer Ebene; aud 
liegt jedes Dreieck in einer Ebene. 

Wenn die zwei geraden Linien (Fig. 162.) AB und CD 
fid} einander fchneiden, fo, liegen beide in einerlei Ebene, fo 
wie auch jedes, aus drei geraden Linien gebildete Dreied ſich in 
einer Ebene befindet. 

Beweis. 

„Man nehme auf EC den willkuͤhrlichen Punct F, auf EB 
den willftührlichen Punct G und ziehe die Verbindungslinien 
FG und CB. Wäre nun von dem Dreiecke ECB ein Stüd, 
wie etwa EFG, in der Ebene, und ein anderes Stud, wıe 
FGBC, über der Ebene, fo würde auch von jeder der zwei 
geraden Lınien EB und EC ein Theil in der Ebene, und ein 
anderer Theil-über: der Ebene liegen, was widerfprechend ift. 
(XI, 1.6.) Folglidy liegt das ganze Dreied EBC in einerlet 
Ebene. Sin diefer Ebene befinden fid) auch die Linien EB und 
EC; folglich auch die Linien Ab und CD (XI, 1. ©.) 


Der 3 Sa, 
Lehrſa tzz. 

Wenn zwei Ebenen einander durchſchneiden, ſo 
iſt ihr gemeinſchaftlicher Durchſchnitt eine gerade 
Linie. 

Es fei (ig. 163.) der gemeinfchaftliche Durchfchnitt der fich 
fchneidenden Ebenen AB und BC in BD, fo ift BD eine gerade 
Linie. 

Beweis. 

Wenn BD keine gerade Linie waͤre, ſo ſei es irgend eine 

andere, etwa BED in der Ebene AB und BFD in der Ebene 
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BC. Hier wuͤrden num bie zwei . geraden Linien BED und 
BFD einen Raum BEDF einfchließen, was widerfprechend iſt. 


(I, 1% Er.) Folglich kann auffer BD feine andere gerade Linie 
von Bnach D möglich feyn, 


‚Der 4 & aß. 
Lehrſa tz. 

Wenn eine gerade Linie auf zwei andern, die 
einander ſchneiden, in ihrem gemeinſchaftlichen 
Durchſchnitte ſenkrecht ſteht, ſo iſt ſie auch auf der 
Ebene, worin jene Linien liegen, lothrecht. 

Wenn (Fig. 164.) die Linie FE fowohk mit AEB als wit 
DEC im Puncte E rechte Winfel bildet, fo ſteht FE auf ber 
Ebene, worin AB und CD liegen, ſenkrecht. 

Beweis. 

- Man siehe in der Ebene, worin AB und CD liegen, und 
durch ihren Durdfnittspunct E eine gerade Linie GEH, 
made EA = EB, EC = ED, und ziche AD und CB. 
Ferner nehme man in EF einen willführlichen Punct F, und 
ziehe die Verbindungslinien FA, FG, FD, FB, FH und FC. 
Hier ift nun in den Dreieden, AED und CEB bie 

> AE = EB, ferner die 

ED = EC, und endlich , 

x AED = % CEB (I, 15. 6©,) folglich ift auch 
’AD =BC (I, 4.©.) und 

% DAE X EBC. Es tft aber auch 

x AEG = X BEH (I, 15. ©.) au 
AE= EB, folglich muß auch 
AG = BH und 
GE=HE feyn. (1,266) - . 

Sn, ben Dreieden FEA und FEB ift FE lothrecht auf EA 

und auf EB, daher 
x FEA=3XFEB=R, ferner 
AE — EB und | 
FE = FE, folglid 
FA=FB (I, 4 ©.) Aus gleichem Grunde ift 
— 10 % 
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auch in den Dreiecken FED und FEC bie Seite 
FD = FC. Es war aber 
AD = CB. Folglich ift | 
\ x FAD= x FBC. (I, 86.) Mlein N 


FA = FB und 
AG = BH, daher ift auch 
FG = FH (I, 4. ©.) ferner 
FE = FE und nach dem PVorigen 
GE = HE, folglidy audf 
x FEG = x FEH (I, 8 ©.) und daher bie . 


FE auf GEH Iothredit. CI, 10. Erkl.) 
Auf gleiche Art wird bewiefen, daß FE and) mit jeder andern 
durch den Punct E in der Ebene der Durchfehnittslinien AB 
und CD gezogenen einen rechten Winfel bildet. Daher muß 
FE auf diefer Evene Iothrecht feyn. CXI, 3. Erkl.) 


Der 5. Say. 


Lehrſa tz. 

Wenn eine gerade Linie mit drei andern an 
ihrem Endpuncte, einzeln genommen, rechte Winkel 
bildet, fo liegen dieſe drei gerade Linien in einer 
Ebene. 

Wenn (Fig. 165.) auf der Linie AB die Linien BC, BD und 
BE fenfrecht ſteht, fo muͤſſen BC, BD und BE in einer Ebene 
liegen. - 

Beweis. Ze \ 

Laͤgen die drei genannten Linien nicht in einer Ebene ‚fo 
befinde fih BE und BD in einerlei Ebene und BC über derfelben. 
Wird num die durch AB und BC gehende Ebene gehörig vers 
längert, fo fchneidet fie die untere Ebene in irgend einer’ ges ' 
raden Linie (XI, 3. ©.) etwa in BF. Es befänden ſich daher 
"BE, BD und BF in ber untern, und BA, BC und BF in ber 
oberen Ebene. Es ift aber AB lothrecht auf BE und BD, 
folgfich muß fie auch auf BF fenfrecht (XI, 4. ©.) und daher ' 
ABF ein rechter Winfel feyn. Allein ABC war, nad) der An⸗ 


en 
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nahme, auch ein rechter Winkel; folglich wäre x ABC = 
3 ABF, welches wiberfprechend ift. CI, 9. @r.) ‘ 


Der 6. Satı 


tehrfag. 


Menn zwei gerade Linien auf der nämliden 
Ebene fenfrecht fiehen, ſo ſind ſie mit einander 
gleichlaufend. 

Wenn (Fig. 166.) die Linie AB und die Linie CD auf der 
Ebene BDE ſenkrecht ſtehet, fo iſt AB mit CD parallel. 

Beweis. 

Penn die Linie AB mit dem Puncte B und CD mit dem 
Puncte D in der Ebene eintrifft, fo ziehe man die Verbindungs⸗ 
linie BD und auf BD aus D in dieſer Ebene dad Loth DE, 
nehme DE = AB, und ziehe die Verbindungslinien BE, AD 
und AE. Da die Linie CD auf der Eberle BDE lothrecht 
fteht, fo ift fie es auch auf DB und DE. Auf gleiche Art muß 
auch AB ſowohl auf BD als auf BE ſenkrecht ſeyn. Daher 
iſt in den. Dreiecken ABD und DEB - 

x ABD=xXBDE=R, ‚ferner 


AB = DE um 
BD = DB. Daher ift 
AD=BE (TI, 46©.) Nun ift 
AB = DE, um 1 


AE = AE daher auch 
x ABE = % EDA (I, 8.6) Es ift aber 
x ABE=R, folglich auch 
X EDA =R, und ed muß | 
ED auf DA fenfredt ſeyn. Da aber bie ED 
auch auf DB und DC lothrecht fteht, fo befinden fih DB, 
DA und DC in einerlei Ebene XI, 5. ©.) in welcher auch 
die VBerbindungslinie AB liegt. (XI, 2.8.) Nun ift aber 
x ABD = xXCDB=R; folglid muß die AB mit CD 
parallel. ſeyn. (1, 28. ©.) 
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Der 7. Sah. 


Lehrſatz. 

Wenn zwei-gerade Linien mit einander parallel 
find und auf jeder ein willfährliher Punct ge 
nommen wird, fo liegt die gerade Berbindungss 
linie diefer Duncte mit den Parallelen in einerlei 
Ebene. ‘ 

Es fei (Fig. 167.) AB mit CD gleichlaufend, E ein wills 
führlicher Punet in jener, F ein folcher Punct in diefer, und 
EF die gerade Berbindungslinie von beiden, fo liegt EF in 
ber Ebene ABDC. 

Beweis. 
Waͤre dies nicht, fo falle diefe Verbindungslinie über bie 
Ebene der Parallelen, wie EGF. Legt man nun burdy dieſe 
eine Ebene, von welcher die untere Ebene in einer geraden 
Linie EF gefchnitten wird (XI, 3. ©.), fo würben die zwei 
geraden Linien EGF und EF einen Raum einfchließen, was 
unmöglich, if. (I, 12. Gr.) 


Der 8. Satzz. 


Lehrſa tzz. 
Wenn zwei gerade Linien mit einander parallel 
"find und die eine auf einer Ebene fenfredt ik, fo 
ſteht auch die andere auf diefer Ebene lothredt. 
Es fei (Fig. 168.) AB mit CD gleichlaufend und die AB 
ſtehe auf einer Ebene BDE lothrecht, fo muß aud) CD anf ebens 
biefer fenfrecht feyn. 
Bemwei 8. u 
Wenn die Parallelen AB und CD die Ebene in ben 
Puncten B und D fchneiden, fo ziehe man die gerade Ver⸗ 
- bindungslinie BD, auf fie aus D in der untern Ebene bad 
Loth DE, nehme DE — AB und ziehe EB, EA und AD, fo 
it BD mit AB und CD in einerlei Ebene (XI, 7.©.), worin 
fihh auch AD befindet. CXT, 2. ©,) 
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DR nun AB auf der untern Ebene Iothrecht if, fo if 
x ABD=3xABE=R, (XJ, 3. Erfl.) da aber 
AB mit CD parallel ift, fo muß 
"SC ABD +xXxBDC = aR fesn (I, 29. ©.) folglich iſt auch | 
x BDC—=R. 
Da nun in den Dreieden ABD und DEB 
- XABD XBDE Z BR, ferner 
93 AB = DE, und auch 
BD = BD, fo ift 
AD =BE (I, 4. ©.) Es ift aber 
DE=ABm . 
AE = AE, daher auch 
% ABE = xX.EDA (I, s. S.) Allein 
« XABE=R, folglidy aud 
3 EDA=R. Daher fieht ED auf ber Ebene 
durch DB und DA lothrecht CXI, 4. S.) und muß es baber 
auch auf der, in dieſer Ebene liegenden Linie DC ſeyn 
(XIL, 3. Eril.) Daher iſt 
"XEDC=R. Es war aber auch 
X BDC=R, daher fieht CD auf der Ebene . 
Durch BD und DE lothrecht CXI, 4. S.) auf welder auch 
die ihr gleichlaufende AB ſenkrecht iſt. 


Der, Sak. 


Lehrfag. 

Wenn jede von zwei gerade Linien mit einer 

dritten, in einer andern Ebene liegenden, einzeln 
- genommen, parallel ift, fo find auch jene zwei 
Linien unter ſich parallel. 

Es fei (Fig. 169.) fowohl AB ald CD mit EF, welche in 
einer andern Ebene liegt, gleichlaufend, ſo muß auch AB mit 
CD gRichlaufend ſeyn. \ 
| ' Beweis, 

Man nehme in EF den willtährlichen Punct G, errichte 
and ihm auf EF in der Ebene durch FE und BA das Loth GH, 
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nnd and dem nämlichen Puncte G auf EF in der Ebene 
EFDC das Loth GI, fo ftehet diefe EF auf der Ebene durch 
GH und GJ Iothredit (XI, 4.6.) Da aber fowohl AB als 
CD mit diefem Lothe EF parallel ift, fo fteht auch AB und 
CD auf der Ebene durdy GH und GJ fenfrecht, und daher muß 
auch AB mit CD parallel feyn CXI, 6. S.) 


Der 10. Sa. 


Lehrſa tz. 

Wenn zwei gerade Linien, welche einen Winkel 
‚bilden, zweien andern, ebenfalls einen Winkel bil—⸗ 
denden, aber nicht in der namlichen Ebene liegen, 
den, einzeln genommen, parallel find, fo find die 
beiden Winfel einander gleich. 

Penn (Fig. 170.) BA mit ED, BC mit EF gleichlaufend 
ift, und der Winfel ABC aufferhalb ber Ebene des Winkels 
DEF ſich befindet, fo ifi X ABC = & DEF. 

Bewei. 

. Man nehme BA = ED, BC = EF, und ziehe die Vers 
bindungslinien AD, BE, CF, AC und DF. Da hier die BA 
der ED gleich und parallel ift, fo muß auch AD der BE gleich 
und parallel feyn. (I, 33. ©.) Auf gleiche Weife ift auch CF 
eben diefer BE gleich und parallel, Daher find auch die Kinien 
AD und CF einander gleich und parallel (XI, 9. ©.) und 
daher auch AC = DF. Daher haben die beiden Dreiede ABC - 
und DEF drei Seiten, einzeln genommen, mit einander ges 
mein, und es it X ABC — X DEF (I, 8. ©.) 


‚Der 1. Sah 


Yufgabe 


Bon einem aufferhalb einer gegebenen Ebene 
befindlichen Puncte ein Loth auf fie zu errichten. 

Es fei (Fig. 171.) A der aufferhalb einer Ebene gegebene 
Punct, aus welchem auf diefe Ebene ein Loth zu ziehen ift. 
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Aufldfung. 


Man nehme in ber gegebenen „Ebene eine mwillführliche ger 
rade Linie BC, ziehe aus A auf fie dag Loth AD (I, 12. ©.) 


welches auf der gegebenen Ebene entweder fenfrecht fieht oder ' 


nicht. Wäre jenes, fo ift die Aufgabe aufgelöfet. Sm legten 
Falle aber errichte man aus‘ D auf BC in der Ebene, worin fie 
liegt, ein willführliches Loth DE, (I, 11. ©.) und ziehe von 
A auf diefe DE wiederum das Loth AF. (I, 12. ©.) 


Beweis, 

Zieht man durch den Punct F die GH mit BC gleichlaufend, 
fo ift, da BC auf DA und DE fenfrecht fieht, diefe BC auf 
der Ebene ADE (XI, 4.5.) Und folglich auch die mit ihr 
parallele GH auf Diefer Ebene lothrecht. (XI, 8.5.) Daher 
ift GH auf FA ober, was einerlei ift, AF auf GH ſenkrecht 
(XI, 3. Erfl) Es ift aber auch AF auf DE fenfredht, folglich 
muß diefe AF auf der Ebene durch GH und DE, daß heißt, 
auf der gegebenen Ebene lothrecht feyn. CXI, 4. ©.) 


0 Der 1. Satzz. 


Aufgabe, 


Aus einem in einer Ebene gegebenen Puncte 
ein Loth auf fie zu errichten. 


Es fei (Fig. 172.) A der in der Ebene MN gegebene 


Punct, aus welchem auf ſie das Loth zu errichten iſt. 


q uflöfung. 
Man nehme einen Punct B aufferhalb der Ebene, und 
ziehe von dieſem auf diefe Eberfe das Loth BC (XI, 11.6.) 
und fodann durch A mit CB die AD gleichlaufend. (I, 31. ©.) 


N 


Beweis. 


Da die beiden Linien DA und BC mit einander parallel 


find, und BC auf der Ebene MN Inthrecht fteht, fo muß auch 
DA auf diefer Ebene Iothrecht ſeyn. (XL, 8. ©.) 
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Der 13. Sat. 


Lehrſa tz. 

Aus einem, in einer Ebene gegebenen Puncte 
koͤnnen nicht zwei Lothe nad einerlei Seite hin 
auf diefe Ebene errichtet werden. 

Penn A (Fig. 173.) der in der Ebene DE gegebene Punct 
it, fo können durch ihn nicht zwei Lothe nach einerlei Geite 
dieſer Ebene errichtet werden. 

Beweis. 
Wenn AB und AC zwei Lothe auf der Ebene DE wären , 


fo lege man durch BAC eine Ebene, welche die Ebene DE in 


der geraden Linie DAE fchneidet. (XI, 3. ©.) Hier wäre nun 
3% DAB =R und ebenfo 
x DAC=R (XI, 3, Erkl.) folglich auch 
x DAB = 3% DAC, welches widerlprechend iſt 
cl, 9. Gr.) 


Der 1k Sag. 


Lehrſa tzz. 

Wenn eine gerade Linie auf zwei Ebenen lot 
recht fieht, fo find dieſe Ebenen mit einander 
gleichlaufend. 

Es fei (Fig. 174.) die Linie AB fowohl auf der Ebene CD, 


als auf der Ebene EF ſenkrecht, fo muß CD mit EF gleidye 


laufend feyn, 
Bewei s. 

Waren beide Ebenen nicht mit einander parallel, ſo muͤß⸗ 
ten ſie, hinlaͤnglich verlaͤngert, einmal zuſammentreffen, und 
ſich in einer geraden Linie GH durchſchneiden. (XI, 3. S.) In 
dieſer nehme man den willkuͤhrlichen Punct K und ziehe in der 
verlängerten Ebene DC die gerade Linie KA, und in der vers 
längerten Ebene EF die gerade Linie KB. Da nun die Linie 
AB auf beiden Ebenen lothrecht fieht, fo muß fie ed auch auf 
KA und auf KB ſeyn. (XI, 3. Ertl.) Es befände fich daher 
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im Dreiede AKB bei A und B ein rechter Winkel, welches 
wiberfprechenb if. (I, 17. ©.) 


Der 15. Satz 


Le eh rfaß. 

Wenn zwei in einer Ebene zufammentreffende 
gerade Linien zweien in einer anderen Ebene 
liegenden, ebenfalls zufammentreffenden geraden 
- Zinien, einzeln genommen, parallel find, fo find 
auch bie beiden Ebenen mir einander gleidhlaufend, 

Es feien (Fig. 175.) AB und BC die in der einen, DE 
und EF die in der anderen Ebene liegenden Linien. Auch fei 
BA mit ED und BC mit EF gleichlaufend, fo muß die Ehene 
- Durch ABC mit der Ebene durch DEF parallel feyn. 

| Beweis. 

Es ſei durch AB und BC die Ebene AC und burd) DE und 
EF die Ebene DF gelegt. Aus B ziehe man auf die Ebene DF 
das Loth BG CXI, 11, ©.) und ziehe in diefer Ebene durch 
G die GH mit ED und die GJ mit EF gleichlaufend (I, 31.6.) 
Da nun BA und GH, welche, einzeln genommen, mit ED 
-parallel find, auch unter fich parallel ſeyn müffen (RI, 9. S.) 
fo befindet. fih BG mit ihnen in einerlei Ebene (XI, 7. ©.) 
Kun if aber ı BGH =R (XI; 3, Erfl.), daher auch 

X GBA =R(I, 29. ©) 
Ebenfo wird erwiefen, daß aud) X GBC—=R; folglich muß 
GB auf der Ebene AC Iothrecht ſeyn (XI, 4.6.) Es war aber 
GB auch auf der Ebene DF ſenkrecht, folglich find die beiden 
Ebenen AC und'DF mit einander parallel. (XI, 14. ©.) 


v 


Der 16. Sartz. 


Lehrfap. 
Wenn zwei parallele Ebenen von einer Dritten 
. Ebene gefhnittenwerden, fo find die Durhfchnittss 
linien ebenfalls parallel, 
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Es fei (Fig. 176.) bie Ebene AB mit der Ebene CD 
parallel und beide werden von der dritten Ebene -FHGE 
gefchnitten, fo find die Durchfchnittefinien FE und HG eben» 
falls parallel. 

Beweis. 

Penn dieſe Linien EF und GH nicht mit einander paral⸗ 
lel wären, fo müßten fie, über F und H verlängert, irgendwo 
zufammentreffen. Geſetzt dieß gefchehe in I, fo befände ſich 
die gerade Linie EFJ in der Ebene AB (XI, 1.6.) und die 
gerade Linie GHJ in der Ebene CD und der Durchſchnittspunct 
J Iäge ‚fowohl in der Ebene AB, ale auch in der Ebene CD. 
Daher träfen auch diefe parallelen Ebenen AB und CD einmal 
zuſammen, weldes unmöglich ift. CXI, 8. Erkl.) 


Der 17. Santz. 


Lehrſa tz. 

Wenn zwei gerade Linien von drei parallelen 
Ebenen gefchnitten werden, fo bilden die Theile 
Diefer Linien eine Propyortion. 

Es werden (Fig. 177.) die geraden Linien AB und CD 
von den parallelen Ebenen GH, JK und LM gefchnitten, fo 
bilden die Theile berfelben gleiche Verhältniffe. 

Beweis. 
Man ziehe die Berbindungslinien AC, BD und AD, 
welche legtere die Ebene JK im Puncte N Schneider. Ferner 
ziehe man die Linien EN und FN. 
Da die Ebenen IK und LM mit einander parallet find, 
und von der Ebene EBDN gefchnitten werden, fo find auch 
die Durchfchnittslinien EN und BD parallel (XI, 16.6.) Aus 
gleihem Grunde ift aber auch die Linie NF mit AG gleich» 
laufend. Daher hat man im Dreiedfe ABD 
AE:EB=AN:ND(VI,2 ©.) 

und im Dreiede ADC Ä 
CF: FD=AN :ND. Folglich ift aud 
AE : EB = CF: FD. 
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Der 18. Safß. 


Lehrſa tz. | 
Menn eine gerade Linie auf einer Ebene fenk 
"recht ift, fo find alle Ebenen, weldhe man durd 
diefe gerade Linien legt, aufdiefer Ebene fenfrecht. 
Es fei die Linie AB (Fig. 178.) auf der Ebene CE Iothrecht, 
fo wird auch jede andere, durd; AB gehende Ebene auf ihr 
fenfrecht feyn. 
J Beweis. 
Man lege durch die lothrechte Linie AB eine willkuͤhrliche 
Ebene DE, welche die untere Ebene in der geraden Linie CE 
- fchneidet (XI, 3. ©.) Errichtet man nun auf CE in diefer 
Ebene DE aus irgend einem willführlichen Puncte F die FG 
Iothrecht, fo ift.der Winfel GFB ein Rechter. Da aber AB 
auf der untern Ebene lothrecht ſteht, fo ift auch der Winkel 
ABF ein Rechter (XI, 3. Erfl.) Daher müffen die Linien AB 
und GE mit einander gleichlaufend feyn. (I, 28. ©.) Daher 
muß ferner auch GF auf der untern Ebene fenfrecht ſeyn 
C(XIL, s. S.) und folglich auch die Ebene DE. (XI, 4. Erkl.) 


Der 19. Sahb. 


Lehrſa tz. 

Wenn jede von zwei, ſich ſchneidenden Ebenen 
auf einer dritten Ebene ſenkrecht ſteht, ſo iſt auch 
ihre Durchſchnittslinie auf dieſer Ebene lothrecht. 

Wenn die zwei ſich in BD ($ig.179.) ſchneidenden Ebenen 
AB und BC auf der untern Ebene VW lothrecht find, fo muß 
auch BD. auf ihr fenfrecht feyn. 

Bemweiß, 

Wäre die Durchfchnittslinie BD nicht auf der untern 
Ebene Iothrecht, und folglich auch nicht auf den Durchfchnittes 
linien DA und DC, fo errihte man in D auf AD in der 
Ebene AB das Loth DE und auf CD aus D in der Ebene 
BC das Loth DF. Da nun die Ebenen AB und BC auf der 
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nntern Ebene ſenkrecht ſind, ſo waͤren auch die Linien DE 
und DF auf dieſer Ebene lothrecht CXI, A. Erkl.) welches 
widerfprechend iſt. (XI, 13. ©.) 


Der 20. Saatz. 


ehrſatz. 

Wenn ein korperlicher Winkel von drei ebenen 
Winkeln begrenzt iſt, ſo ſind jede zwei dieſer 
Winkel zuſammengenommen größer, als der dritte. 

Es ſei der koͤrperliche Winkel bei A (Fig. 180.) von den 
brei ebenen Winkeln BAC, CAD und DAB begrängt, ſo ift 

X BAC + x CAD > x DAB 
3 CAD + x DAB > x BAC und 
. X DAB + xXBAC> CAD. 
Beweis. 

Wenn jeder dieſer brei ebenen Winfel dem andern gleich 
ift, fo bedarf der Gab feines Beweifed. Sind fie aber 
‚angleid, fo fei der Winfel BAC größer, und es ift zu bes 
weifen, daß X BAD + x DAC > X BAC. Man made 

XBAE = x BAD (I, 23. ©.) ferner 
AE = AD und ziehe-die Verbindungslinien 
BEC, CD und BD, fo ift in den Dreieden DAB und BAE 
DB — BE (I, 4 ©.) Es ift aber in dem 
Dreiede DBC (nad) I, 20. ©.) 
BD + DC > BC, daher iſt auch 
DC EC (I, s. Gr.); folglich 
XDAC X CAE (I, 26. S.) und daher 
x BAD + XDAC X BAc. 


Der A. Satz. 


Lehrſatz. | 
 Seder Eörperlihe Winfel wird von ebenen Wins 
feln begrenzt, welche zufammengenommen weniger, 
als vier Rechte betragen. * 





| 
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Es fe (Fig. 181.) der Körperliche Winkel bei A von ben 
ebenen Winkeln BAC, CAD und DAB eingefdhloffen, fo ift 

3 BAC + CAD + X DAB<AR. 

Beweis. 

Man nehme auf den Linien AB, AC und AD die wills 
führlichen Puncte B, C und D und ziehe die Verbindungs⸗ 
Iinien BC, CD und DB, fo ift bei dem förperlichen Wintfel 
B, welcher von den drei ebenen Winteln CBA, ABD und 
DBC eingefchloffen wird, _ 

- I CBA + 3 ABD > x DEC (XI, 20. ©.) 
Aus gleichem Grunde ift bei dem förperlichen Winkel D 
3 BDA + x ADC > x BDC und bei dem fürs 
perlichen Winkel C . 
x DCA + x ACB > x BCD. 


Es ift aber in dem Dreiede DBC 


.  XDBC + 3x BDC + x BCD=aR (1, 32.6) 
folglich ift auch 
XCBA HIXABD+ BDA +ZCADC+HZDCA+ ZACB<aR. 
Es find aber diefe ſechs Winfel, nebft den drei Winfeln BAC, 
CAD und DAB, zufammen fo groß, als ſechs rechte Winkel, 
folglich iſt 
BACXCAD + xDAB<AR. 


Der 2. Sap. 


Lehrſa tz. 
Wenn drei ebene Winkel, wovon jede zwei zu— 
ſammen groͤßer als der dritte find, gleiche Schenkel 


haben und die Endpuncte dieſer Schenkel durch 


gerade Linien verbunden werden, fo kann aus die— 
fen geraden Linien ein Dreieck gebildet werden.- 

Es feien (Fig. 182.) die drei ebenen Winfel ABC, DEF. 
und GHJ gegeben, wovon jede zwei zufammen größer, als 
der dritte ftund B=BC=HG=HI=ED=ERF, 
fo fann man aus den Derbinbungelinien AC, GJ md DF 
ein Dreied bilden, 
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Beweis. 

Diefed: Dreieck wird man bilden fönnen, wenn von ben 
drei geraden Linien je zwei zufammen genommen größer, ale 
die dritte find (I, 22. ©.) Wäre nın x ABC = x DEF 
= x GHJ, fo müßte auh AC= DF= GJ feyn. (I, 4. ©.) 
und ed wären offenbar je zwei’diefer Linien zufanmengenommen 
größer, ale die dritte, . 

Sind aber diefe Winfel einander ungleich, fo nehme man 
nah Willführ zwei derfelben, etwa 3 ABC und X GHIJ, 
mache XxJHK = X ABC (I, 23. ©.) au HK = HG und 
ziehe GK und IK, fo ift in den Dreiecken ABC und JHK die 
AC = IK (I, 8 ©) Nun ift aber, weil 

3x GHJ + x ABC > X DEF (I, 24. ©.) oder 
XGHK > x DEF, aud 

GK >DF, aber 

GJ + JX > GK, folglih auch 

GJ + JK>DF.d,'20. ©) allein 

IK = AC, daher auch | 

GJ + AC > DF. 

Auf gleiche Art wird bewiefen, daß AC + DF > GJ un 
GI + DF > AC. folglich find von den drei geraden 
Linien AC, DF und GJ je zwei zuſammen groͤßer, als die 
dritte. 


Der 23. Sa. 


Aufgabe. 


Ausdreiebenen Winkeln, welche zuſammenkleiner 
als vier Rechte, und wovon je zwei zuſammen 
größer, als der dritte find, einen koͤrperlichen 
Winkel zu bilden. 

&8 feien (Fig. 184.) ABC, DEF und GHJ bie drei 
ebenen Winkel, welche die angegebene Eigenfchaft haben, fo 
fol aus ihnen ein Eörperlicher Winkel gebildet werden, 

Lehnfap. 
Weonn zwei gerade Linien (Fig. 183.) AB und KN ge 
geben find, und es if AB > KN, fo fol eine dritte NO 
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gefunden werben, daß Quadr. AB = Onadr. KN + Ouabr. 


NO fei. Man befchreibe über AB einen Halbkreis, trage aus 
A die AC = NK in benfelben und ziehe CB. 
Da hir XACB=R (III, 31.©.) fo ift aud 
Quadr. AB = Quadr. AC + Quadr. CB (I, 45.6.) 
Nimmt man nun NO = CB, fo ift | 
Quadr. AB = Quadr. KN + Duadr. NQ. 
| Aufloͤſung. 

Man mache die Schenkel der drei gegebenen Winkel 
CEFig. 184.) ABC, DEF und GHJ einander gleich, und ziehe 
Die Berbindungslinien AC, DF, GJ, aus welchen ein Dreied 
gebildet werden kann (XI, 22.6.) Man befchreibe mit ihnen 


das Dreied KLM, worin AC= KL, DF= LM, und GJ. 


== MK ift, befchreibe ferner um dieſes Dreieck KLM einen 
Kreis, (IV, 5. ©.) fo ift fein Mittelpunct N entweder ihners 
halb- dieſes Dreiecks, oder auf einer feiner Geiten, ober 
aufferhalb des Dreiecks. 


I. Es fei des Kreifes Mittelpunct N in der Seite LM 


bes Dreiecks LKM. Man ziehe KN, foift AB> KN. Man 
errichte aus -dem Puncte N auf die Ebene des Kreiſes die 
gerade Linie NO Icthrecht (XI, 1%. ©.), made NO fo groß, 
‚daß Quadr. AB = Quad. KN + Quadr. NQ Eehnſ. ) und 
ziehe die Linien QK, QL und QM, fo iſt bi Q_ der. zu bil 
bende koͤrperliche Winkel. 
Hier iſt zu beweiſen, 
Erſtens, daß AB > KN oder daß 
"AB nicht = KN und 
AB nicht < KN fegn- koͤnne. Wäre 
| AB=KN, fo wäre aud, weil 
AB= BC, und KN=LN=NM, auch 
AB BC LM, folglich, weil 
AB = BC = DE —=EF, und 
"LM = DF, nunmehr auch 
 DE+ EF=DF, was nidt ſeyn fann. (I, 20.6.) 
Waͤre aber AB < KN, fo müßte aus gleichem Grunde 
DE + EF< DF feyn, welches ebenfalls nicht möglich iſt. 
11 - 


. 


— 
oo. 
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Zweitens, daß bei Q der verlangte koͤrperliche Wintel 
fei, oder daß die drei ebenen Winfel KOL, LQOM und MOK, 
welche den förperlidien Winfel Q begrenzen, den gegebenen 
Winkeln ABC, DEF und GHJ einzeln genommen, gleich feien. - 

Da QN lothrecht auf dem Kreife ficht, nnd folglich auch 
auf den Linien NL, NK und NM, (XI, 3. Ertl.) fo if in 
den Dreiednm ONL und ONK, die Seite QL = OK 
(I, 4. ©.) und in den Dreieden QNL und QNM die QL 
= QM (I, 4.6.) Daher il an QM = QK mndbaher 

QK = QL = QM. Beil 
aber x QONK=R, fo ifl 
di, 47.6.) Quadr. OK QRXRXN O. NO. 
Es war aber Duadr. AB= D.KN + D.NO; 
daher iſt Quadr. AB = D. OK, und fomit 
AB = OK. Daber find 
die Schenkel der gegebenen Winkel, und die drei Linien welche 
den koͤrperlichen Winkel Q einfchließen, unter fich gleich. 
Es ift aber auch 
AC=KL,DF= LM, und GI=MK; daher audy 

x ABC = x KOL, X DEF = x LOM, und 

% GHJ = x MQK. (I, 8. ©.) — 

II. Es ſei (Fig. 185.) der Mittelpunct des Kreiſes N 
innerhalb bed Dreiecks KLM. Man ziehe KN, LN und MN, 
und verfahre im übrigen, wie bei dem erfien Kalle, fo wird 
auf die nämliche Art bewiefen, daß Q der verlangte körper - 
liche Winfel it, und e& bleibt nur noch zu zeigen, daß AB 

>KN, oder daß AB nicht = KN, oder AB < KN feyn könne. 
| Waͤre AB = KN, fo wäre auch 
BC = NL; es ift aber 
AC=KL, folglid wäre ’ 
3x ABC = x KNL (I, 8.6.) Ebenſo wird’ bes 
wiefen, daß X DEF = X LNM, und x GHJ = x MNK 
'wäre. 

Daher wären die drei gegebenen Winkel, welche zufammen 
Heiner, als vier Nechte feyn müflen, fo groß, als die drei 
Winkel bei N, welche zufammen vier Rechte betragen. 


:KN, oder daß AB nit = KN, noch AB < KN fei, 
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Wäre AB< KN, fo nehme man 

NO = AB, NP = BC, und ziehe OP, fo ift, 
weil AB= BC, auh NO = NP. Aber NK = NL, daher 
OK = PL und LK mit OP gleicdylaufend (VI, 2. S.), woraus 
NK : NO = KL : OP folgt (VI, 4. S.) Es if aber 

NK > NO, daher audı KL, das ift 
AC > OP. Es ift daher in den Dreieden ABC 
und ONP, welche gleiche Schenkel haben, worin aber AC > 

OP, aub x ABC > x ONP (I, 24. ©.) 

Ebenfo wird bewiefen, daß. X DEF > x LNM und 
3 GHJ > x MNK, und ed wären die drei gegebenen Wintel, 
weiche zufammen fleiner, als vier Rechte ſeyn müffen, größer, 
als die drei Winfel bei N, weldye zuſammen vier Nechte ber 
tragen. 

III. Es liege des Kreifee Mittelpunct N cdig. 186.) auſſer⸗ 


halb des Dreiecks KLM. Man ziehe KN, LN und MN, und -- 


verfahre im Uebrigen, wie im erften Falle, fo wird wie dort 
bewiefen, daß ſich bei Q der verlangte körperliche Winkel bes 
findet, und es bleibt noch zu zeigen, daß aud hier AB > 


x 


Wäre AB= KN, fo wäre auh BC = LN. 


Allein AC= KL; folglich wäre X ABE=XLNK 


dA, 8.9.) Ebenfo wird bewiefen, daß 


X GHJ = x KNM und X DEF = X LNM, Daher wäre 


3 ABC + XGHI = XLNK + X KNM = x LNM 
— % DEF, da doch von ben gegebenen Winkeln je zwei zus 
fammen größer, als der dritte ſeyn muͤſſen. 


Ware AB< KN, fo mache man AB= NO—=NP=NR- 
und ziehe PO und OR. Hier find, wie im zweiten Falle, PO 


und LK, fo wie aud; OR und KM gleichlaufend, folglich 
3 POR = x LKM (I, 29. ©.) auch ift, wie im zweiten 
Falle, ZABC > 3% ONP und X GHJ > x ONR. 
Man nehme daher 3 ONS = 3 ABC und 

XONT X GHJ, folglich 


X SNT = x ABC + 3 GHJ, und mache 


‚AB = NS = NT und siehe TO, OSumST. 
11 * 
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Hier it oS = AC = KL CG, 4.6) md OT = GI 
= KM, Es ift aber x POR oder X LKM > 3 SOT, das 
her auch LM oder DF > ST. (I, 25. ©.) 

Nunift NS = NT = AB, und daher auch 

NS = DE=EF, folglid ift 
&x DEF > 3 SNT (I, 25. ©.) oder | 
3% DEF > x ABC + X GHJ, welches gegen die Ans 
nahme X ABC + 3 GHJ > X DEF ftreitet. 


Der 24 ©ap. 


tehrfag, 


Wenn ein Körper von parallelen Ebenen einge 
fchloffen ift, fo find feine gegenüberliegenden Seis 
tenflächen gleiche Parallelogramme. 

Es werde (Fig. 187.) der Körper ABHGDCFE (wofür in 
der Kolge der Kürze wegen Körper BE, oder Körper. DH wird 
gefegt werben) von parallelen Ebenen eingefchloffen, fo find 
die einander gegenäberfiehenden Seitenflächen gleiche Parallelos 
gramme. 

Beweis. 

J. Die Ebene ABCD (wofuͤr in der Folge kuͤrzer Ebene 
AC geſetzt wird) ſchneidet die parallelen Ebenen BG und CE, 
fo wie auch die parallelen Ebenen BF und AE. Daher find im 
erften Falle die Durchfchnittölinien AB und DC, im zweiten 
Kalle aber die Durchfchnittslinien AD und BC mit einander 
parallel, Daher muß die Seitenfläche AC ein.Parallelogramm 
fegn. Auf ähnliche Art wird diefes von Allen übrigen Seitens 
flächen bewiefen. 

1. Wenn man in zwei einander gegenäberliegenden Ebenen 
BG und CE die homologen Diagonalen AH und DF zicht, 

 fitBG= 2A ABH (I, .34. ©.) und ebenfo 
CE = 2 A DCF. Nun find aber die Linien’ AB 
und DC, fowie auch BH und CF einander gleich und parallel 
(I, 34. ©.) und daher auch 
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3x ABH X DCF (XI, 10. ©.) folglich ift 
AABHS A DCF (I, 4. S.) Daher 
BG = CE (I, 6. Gr.) Eben diefes gilt auf gleiche 
Art von allen übrigen fich entgegenliegenden. Seitenflädyen. " 
Ein Körper, wie der fo eben betrachtete, heiße ein Parals 
Ielopipebum. ? 


Der 25. Saf. 


Lehrſatz. 

Wenn ein Parallelopipedum durch eine Ebene 
gefchnitten wird, welche zweien feiner gegenuͤberlie⸗ 
genden Seitenflächen parallelift, fo verhalten ſich 
Die beiden hiedurch entfiehenden Körper, wie ihre 
Grundflächen zu einander. 

Es werde (Fig. 183.) das Parallelopipedum AD von ber 
Ebeue EF parallel mit den gegenüberliegenden Seitenflaͤchen 
AH und LD. gefchnitten, fo verhalten ſich die hiedurch ents 
ſtehenden Koͤrper AK und JD wie ihre Grundfläden AE 

und IC. 

\ Beweis, 

Man verlängere bie Linie AL über Lund A, madje LP 
-=PQ=JLund AN=NO = JA, und vollende fowohl 

‚die Parallelogramme' AR, RO, CP, YO, als auch Die Koͤr⸗ 
ger NH, OV, LX, PZ. | 

Hier iſt JA=AN = NO, folglich au 

EA = AR = RO (I, 36.6.) und 

EH = HR = RS, und ferner 

| AH = NV = 05 (XI, 24.6) 

Es find aber in den drei Körpern KA, AV und VO ben fo eben⸗ 
genannten Ebenen eines jeden die ihnen gegenäberliegenden 
gleich (XI, 24. ©.) folglich ift au 

. KA=AV= VO (XI, 10. Erfl.) 
Eben diefes kann aus gleichen Gründen von den brei Körpern 
JD, DP und PJ bewiefen werben, und es ift 

 - D=DP=PJ. Folglid if OE von AE bas 
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ebenfo Bielfäche, als es OK von AK-ift s fo wie auch EQ von 
JC das ebenfo Bielfache ift, ald KQ von JD, d. h. OE und 
OK find von AE und AK, fo wie auch EQ und KQ von JC., 
und JD gleid Bielfache. Es ift daher, wenn 

OE = EQ, ud OK = RQ. Ferner wenn 

OE > EQ,. au OK > KO und wenn 

VE < EOQ, auch OK < RQ, daher it 

AE:JC=AK;: DD. 


⸗ u 


Der %. Sah. / 


Aufgabe 


An einen gegebenen Punct einer gegebenen g e⸗ 
raden Linie einen koͤrperlichen Winkel zu legen, 
welcher einem gegebenen gleich iſt. 

Es ſei (Fig. 189.) BA die gegebene gerade Linie, und es 
foll an dem Puncte A ein körperlicher Winfel gebildet werben, 
welcher dem gegebenen toͤrperlichen Winkel bei D gleich iſt. 

Auf 18 fung. 

Der gegebene förperliche Winfel D fei von den ebenen 
Winkeln CDE, EDF und FDC eingefchloffen. Man ziehe 
von eitem in DF willführlich gewählten Puncte F auf die 
Ebene durch CD und DE das Loth FG und Die Verbindungs⸗ 
line L DG, made X BAK = x EDC und 

xBA=x EDG (I, 23. ©.) fo ift auch 

3x KAJ = x CDG (I, 10. Gr.) Run mache 

man AJ = DG, und errichte auf der Ebene 

burd; KA und AB im Puncte J die IH lothrecht, nehme JH = 

GF- und ziehe AH, fo ift der förperliche Wintel bei A, der 

von den ebenen Winfeln KAB, BAH und HAK begrenzt wird, 
dem gegebenen Winfel D gleich, 

Beweis. | 

Man mache AB=DE,AK = DC, und siche die Linien 
BJ, JK, KB, BH und HK, ferner die Linien EG, GC, CE, 
EF und FC, fo müffen die Linien FG und HJ, weil fie auf 
den Ebenen lothrecht fichen, auch auf jenen Linien ſenkrecht 


— 
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seyn, welche in dieſen Ebenen aus G und J gezogen fm. 
CXI, 3, Erfl.) 
Nun ift in den Dreieden BAJ und EDG 
3 BAJ = x EDG aud 
BA = ED und 
AJ = DG, folglich . 
BI =EG cl, 4. 8.) ferner ift 
JH = GF, ferner 
X BIH = x EGF =R, daher aud 
BH=EF (I, 4 8) Ferner ift in den 
Dreieden AJH und DGF 
X AH = xXDGF=R, ferner. 
AJ = DG und 
JH = GE and | 
AH = DF (I, 4.6.) Es war aber 
AB = DE, folglidy ift audy 
X BAH = X EDF (I, 8, ©.) 
Da nun auch in den Dreiedden AJK und DGC die Wintel 


: bei A und D nebft den fie einfchließenden Seiten einander gleich 


And, fo it IK = GC (1, 4.6. Es ift aber auch 

JH == GF, und ’ 

x HIK = xFGC=R, folglich 
HK = FC (I, a. S.) Es war aber auch 
AH == DEF und 

" AK = DC, daher iſt (I, 8.6.) 

x HAK = %X FDC. $erner war aber auch 

X BAH = x EDF, und 

3 KAB = % CDE, folglich muß der koͤrperliche 


Winkel bei A jenem bei D gleich feyn. CXI, 10, Ertl.) 


Der 27. Sakf. 


Yufgabe 
Auf einer gegebenen geraden Linie ein Yaral 
lelopipedbum zu errichten, welches einem gegebenen 
Parallelopipedum ähnlich fei, und ähnlich Liege. 


\ 
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Es fei 6Fig. 190.) AB die gegebene gerade Linie, CD das 
gegebene Parallelopipebum, und man fol auf AB ein Parals 
Ielopipebum befchreiben, welches. dem gegebenen CD ähnlid, iſt; 

Aufloͤſung. 

Man lege an AB in A einen koͤrperlichen Winkel, 
(XI, 26. S.) welcher dem koͤrperlichen Winkel bei C gleidy if; 

fo, daß X BAH = & ECF, ferner \ 

I BAJ = x. ECG, und 
x HAJ = x FCG ift. Nun made man 
EC :CG =BA : AJ und _ 
CG :CF=AJ: AH (VI, 12. ©.) fo ift auch 
EC : CF = BA : AH. Nun vollende man fowohl 
das Parallelogramm BJ, als das Parallelopipebum AK. 
Beweis. 
Da hier x BAJ = XECCG, und bie dieſe Winkel bildens 
den Seiten einander proportional find, fo ift das Parallelos 
gramm BJ dem Parallelogramme EG ähnlih, (VI, 4. ©.) 
und aus gleichem Grunde auch JH co GF und HBw FE. 
Nun find in den beiden Körpern AK und CD den hier ges 
nannten Ebenen eined jeden die ihnen gegenüberliegenden 
Ebenen gleich und aͤhnlich. CXI, 24. ©.) Folglich iſt auch der 
Körper AK, dem Körper CD ähnlich. OH, 10. Ef) 


Der 28. Sat 


ehrfak. 

Wenn ein Yaraltelontoehım von einer Ebene 
Durch die Diagonale zweier gegenäberliegenden 
Seitenfläden durchſchnitten wird, ſo wird es hier⸗ 
durch halbirt. 

Es werde (Fig. 191.) das Parallelopipedum AB: Yon einer. 
Ebene durch die Diagonalen CF und DE durchſchnitten, ſo iſt 
es hierdurch halbirt. 

B eweis. 

Da hier A CGF S A CBP CI, 3. S) und ) A DAE 

S A DHE, und da ferner die Parallelogramme CA und BE - 
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(XIL, 24. S.) und GE und CH einander gleich find, ferner die 
Durchſchnittsebene CFED beiden Körpern gemein ift, fo muß 
auch das Prisma CGFEDAE dem Prisma CFBDEH gleich ſeyn. 
Ca, 10. Erfl.) - 


Der 9 Sa. 
Le hrſa tz. 

Parallelopipeden auf einerlei Srundflaͤche und 
von gleicher Hoͤhe, deren Seitenlinien ſich in 
einerlei geraden Linie endigen, ſind einander 
gleich. 

Wenn (Fig. 192.) bie Parallelopipeden AH und AJ, welche 
einerlei Grundfläche AB und gleiche Höhe haben, und deren 
©eitsnlinien AF, AG, KL, LM, und. CD, CE, BH, BJ fidy 
in einerlei geraden Linien FM und DJ endigen, ſind einander 


san 
Be w e 6 


Da hier CB = DH = EJ (I, 34. S.) ſo iſt auch 

DE = HJ und weil auch 

DC = HB und " 

EC = JB, fo hat man 

ADEC=A HB (l, 8.6.) Aus gleichem Gnune 

it auch A FGA = A LMK. Es ift aber 

FE = LJ (I, 36. ©.) ferner 

AD = KH (AI, 24.6.) und 

AE = KJ. Daher ift dag Priema EFAC dem 
Sriema JLKB gleih. (XI, 10. Erfl.) Wenn. man daher 
jedem biefer Priemen den Körper ABHG beifügt, fo ift das 
Darallelopigedum AH dem Parallelopipedum AJ gleich, 


"Der 30. Sat, 
tehrfagp. 


Parallelopipeden von einerlei Grundflaͤchen u 


und Höhen, deren Seitenlinien ſich nicht in einem 
lei geraden Linien endigen, find einander gleid. 
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Es feien (Fig. 193.) die Parallelopipeben CM unb CL 
auf der nämlichen Grundflähe AB und von gleicher Höhe 
und ihre Seitenlinien AF und AG, CD nnd CE, KL md 
KM, BH und BJ liegen nidyt in einerlei geraden kinien, ſo 
iſt das Parallelopipedum CM dem Parallelopipedum CL gleich. 

Beweis, 

Man verlängere die Linien EG und JM über G und M, 
Deögleichen die Linien FL und DH über L und H big fie in den 
Puncten N, O und Q zufammentreffen, und ziehe die Berbinds 
ungslinien NA, OR, PC und QB, fo entfleht ein drittes 
Parallelopipedum ABON, welches ſowohl mit dem erfien 
"ABDL,. al& mit dem zweiten ABEM einerlei Grundflädye AB 
und einerlei. Höhe hat, und deſſen Seitenlinien ſich mit jenen 
der beiden erften in einerlei geraden Linien befinden; naͤmlich 
bei dem dritten und erfien in FO und DO, bei dem dritten 
und zweiten in NE und OJ. Folglich ift 

_ AEDL = ABON (Xl, 29. ©.) und ferner 
‚ABEM = ABQN, folglidy auch 
ABDL = ABEM. (I, 1. Gr.) 


Der 31. Sas. 


Lehrfak.. Ä 

Wenn Parallelopipeden gleiche Grundflaͤchen 
und gleiche Höhen haben, fo find fie einander. 
gleich. 

Es ſeien (Fig. 194.) ABEG und CDFN zwei Parallelopi⸗ 
yeden, welche gleiche Grundflächen,. AB und CD, und audy 
gleiche Höhen haben, fo find fie einander gleich, 

Beweis Erftier Fall. 

Wenn die Seitenlinien AG und BE, CN und DF auf den 
Brundflächen AB und CD Iothrecht find. Hier find die Winkel 
AKB und COD entweder einander gleich oder ungleich. 

": L Wenn biefe Winkel ungleich find, fo fei xx AKB < 
ZCCOD. Man verlängere CQ nad S, und mache X SOT = 
‚XCAKB (I, 23. ©.) ferner QS ce KA, und QT = KB. 


— pin ——— 
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. Man vollende das Parallelogramm Ts und bad Parallelopis 


pedum TSZM. Man verlängere DQ und: XT bis ſie in a 
zufammentreffen und ziehe. buch S bie Sd.mit DA parallel, 
Auch verlängere man OD und ds bis fie in e zufammentreffen, 
und vollende die Parallelopipeden aSZb und: OceR, fo tft TS 
== aS (I, 35.6.) und TSZM = aSZb (XI, 39.6.) weil, 
beide einerlei Grundfläche Qz und einerlei Endungslinien b bY 


und aX..haben: 


Danın KA = 0S, ferner 22 
... KB =.OQT, und 
X AKB=.xSOQOT, fi _ 
ABR TS. (VI, 1. Er.) 


Ebenfo ift, weil die Durch die Lothe KL und OR beftimmten ° 


Höhen einander gleich find, .auch BL 75 RT und” 
AL S Rs. Daher muß 
auch ABEG = TSZM = aSZb ſeyn. 


CXI, 24. ©. und 10. Erf.) - 


Da ferner AB.—= TS as und 
| AB= CD, fo ift auch 
Ä CD = aS und folglich 
CD : DS = aS.: DS. 
Da Ce ‚durch Die Parallel⸗ Ebene FO gefchnitten wird, 
fo if CDFN ; QceR = CD : DS = 48 : DS (XI, 25.&) 
Aus gleichem Grunde ift auch, da ae durch Die Daralel+@bene 
x gefchnitten wird 
. 3 aSZb : OceR = = 15: DS, folglich iſt 
CcDFN: QeeR aszb: QceR, und daher muß 
CDFN = aSZb = ABEG feyn. 
Wenn aber x AKB = 3% COD ift, fo feien CQ und 
Do fe verlängert, daß OS = KA und 
Qa =KBif. Hier iſt nun 
4. x SQ = xCcoD= xAKB.(l, 15.5.) 
Daher wird wie zuvor —— ‚dB . 
ABEG = aSZb (XI, 10. Erkl.) des- 
gleichen, daß CDFN = aSZb (XI, 25. ©.) und 
‚folglid), daß ABEG = CDEN ſei. (I, 1. Gr.) 


x 
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"Zweiter Fall 
Wenn bie Seitenlinien (Fig. 195.) AG md BE, .CN und 
DF nicht fenfredyt auf den Grundflächen AB und CD ſtehen. 
Hier fälle man von den Puncten G, M, K und E; des⸗ 
gleihen von N, Q, S und F quf die Grundflädhen AB und 
CD Rothe, und vollende die fenfrechten Parallelopipeden-KX 
und SZ. Da biefe nun gleiche Grundflächen EG und FN, 
auch gleiche Höhen haben, fo find fie nach dem erſten Falle 
einander gleich. 
Es iſt aber KX = ABEG (XI, 29, ©.) und 
SZ = CDFN, folglich auch 
ABEG = CDFN, (I, 1. Gr.) 


. Der N. Sak. 
\ eechrfahk 

Wenn Parallelopipeden gleiche Höhe haben, fo 
verhalten fie fich wie ihre Grundflädhen. 

Penn (Kig. 196.) die zwei Parallelopipeden AB und CD 
einerlei Höhe haben, fo verhalten fie ſ ich wie ihre Grund⸗ 
flaͤche AE und CF. 

Beweis. a 
‘ Man lege an bie Linie GF' dag Parallelogrammi FH = 
AE (I, 45. ©.) und vollende dad Paralleföpipedum GI, fo 
.#GCJ = AB (XI, 31. S.) Weil aber CJ von der Ebene GD 
gefchnitten wird ‚ welche mit zwei Seitenfläcen des Parallelos 
pipedums CJ parallel iſt, fo verhaͤlt ſch GJ : CD—= FH : CF 
(XI, 25. ©.) daher ift auh AB : CD = AE:CF. 


Der. 33. Sa 8 
Lehrfag. 
Aehnliche Parallelopiben ftehen im dreifad 
höheren Berhältniffe ihrer homdlogen Seiten. 
Es ſeien (Fig. 197.) bie Parallelopipeden AB und CD 
einander aͤhnlich, fo verhält ſich jener Körper zu dieſem, wie 
E: CF)3 


— — — — — 
. 
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Beweis. 

Man verlängere bie Linien AE, GE und HE, mache EJ 
=CF, EKE=FM und EL = FQ.. Ferner vollende man 
das Yarallelogramm KJ, und die Körper OJ und KP; ebenfo 
auch das Parallelogramm GJ, und den Körper EN. 

Da nun CD co AB, fo ift audy 
3x MFC = %X GEA (XI, 9. Erkl. und VI, 1.€rfl) 


Auch iſt zZ MFC = x GEA = x KEJ (I, 15.6.) Run 


it CF = EJ und FM =EK, folglich iſt 
CM 5 IK. (VI, 1. Erkl.) 
Ebenfo wird bewiefen, daß auch 
QC SS IL und DF SEO. Daher ift auch 
CD 8.0) (XI, 24. ©. und 10. Erkl.) 
Da nun AB CD w 0J, fo ift auch 
AE:EJ=GE: EK=HE : EL (AI, 9. Erkl. 
und VI, 1. Erkl.) ferner iſt 
AE:EI= AG: GI = AB: EN und 
GE:EK=GJ:JK—=EN:KP. Endlid 
BHBE:EL=-H:JL=KP: 
XI, 3%. S.) Daher ift nun auch 
' AB: EN=EN:KP=RKP : 0J, und daher 
AB : 0J = (AB : ENW (AE: EJ)3 Nun war 
‚ sbro0OJ= CD und EI =CF, folglid ift 
AB:CD= (AE : CA3 
3Zuſa tz. 

Hieraus geht hervor: daß, wenn vier gerade Linien pro⸗ 
portional ſind, die erſte ſich zur vierten verhaͤlt, wie das 
Parallelopipedum über" der erſten zu dem ihm, aͤhnlichen und 
aͤhnlich liegenden Parallelopipedum über der zweiten, weil bie 


erfte Linie zur vierten ein dreifach hoͤheres⸗Verhaͤltniß hat, 


ale bie erſte zur iweiten, 


Der 34. Saf. 


ehbrfaß. 
Menn zwei Yaraielopinenen einander glei 
find, fo fiehen ihre Grundfläden im umgefehrten 


OJ (VI, 1. S. und 
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Verhältniffe ihrer Höhen, und wenn die Grund» 
flächen zweier Parallelopipeden im umgefchrten 
Verhaͤltnifſe ihrer Hoͤhen ſtehen, ſo ſind dieſe 
Koͤrper einander gleich. 

Es ſeien (Fig. 198.) die zwei Parallelopipeden AB und 
CD einander gleich, fo find ihre Grundflädhen AK und CO 
im. umgekehrten Verhältniffe ihrer Höhen, und wenn dieſe 
Grundflähen AK und CO im umgefehrten Berhältniffe ihrer 
Höhen fiehen, fo it AB= CD. 

Ä Beweis. Erfter Fall, 

Wenn die Seitenlinien AG und KB, CL und OD auf den 
Orundflächen AK und CO Iothrect flehen, fo find AG und _ 
CL die Höhen ber beiden Parallelopipeden, und es ift zu ber , 
weifen, 

Il. Wenn AB = CD, daß nun AK : CO = CL : AG. 
Nun find ‚aber diefe Grundflächen AK und CO entweder 
gleich oder ungleih. Wenn AK = CO ift, fo muß, wegen 

AB= CD, auch CL= AG ſeyn 
(XI, 31. &) und es ift offenbar AK : CO = CL : AG. 
Sind aber die Orundflächen ungleich, und etwa 
AK CO, fo.ift, weil 
AB= CD, aud 
CL > AG (XI, 31. ©.) Nimmt man daher 
CR = AG, und vollendet den Körper CS, lo iſt, 
wegen AB CD, auch 
AB: (CS CD: CS 
Nun iſt aber 
AB : CS = AK : CO, (XI, 32. ©.) und 
CD:CS=CQO:PR (X, 3.6©) = CL: er / 
VI, 1.©.) Daher muß aud 
AK: CO = CL: CR feyn. Es ift aber 
CR = AG, folglicy auch 
AK: CO =CL:ACG | 

1. Wenn AK : CO — CL : AG, nun auh AB = CD 
fei. Hier find, wie zuvor, die Grundflächen AK: und-CO ents 
weber gleich oder ungleih. Iſt AK = CO, fo ift auch 
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CL = AG und daher 
AB= CD. (XI, 31. ©.) 
Iſt aber AK > CO, fo muß audı 
’ CL > AG feygn. Man mache daher 
| CR = AG und vollende den Körper CS, fo iſt 
AK : CO = CL: CR. Es iſt aber 
AK : CO = AB: CS, (Al, 32. ©.) und 
CL: CR=CQ : PR (VI, 1.6) = CD: cC$ 
CI, 25. ©.) Daher ift ’ 
AB: CS=CD: CS und folglich auch 
AB CD. 
Zweiter Fall, 
Wenn (Fig. 199.) die Seitenlinien AGundKB, ferner CL und 
OD auf den Grundflächen AK und CO nicht fenfrecht find, 
ſo ziehe man von den Puncten G, F, B und I, desgleichen 
agon L, N, D und Odie Rothe auf die Grundflächen und vollende 
die fenfrechten Parallelopipeden TB und aD. Daher iſt TG 
bie Höhe der beiden Körper TB und AB (VI, 4. Erkl.) fo wie 
auch aL die Höhe der beiden Körper aD und CD if. 
Run muß bewiefen werben 
I. Wenn AB — CD iſt, daß alsdann auch 
AK : CO = al: TG fei. Da hier 
AB — TB (CXI, 29 ©.) und ferner 
CD = aD (XI, 30. ©.) fo ift, weil 
AB = CD, auch TB —= aD, folglich, nach dem 
erſten Kalle, TS:a2 = aL : TG. Run ift aber 
TS = AK und a2 — CO (XI, 24. S.) folglich 
muß auch AK:CO = aL : TG feyn. . 
IL Wenn aber AK : CO = al : TG, daß nun 
AB=CD fe. 
Da hier AK = TS (XI, 24.6.) und au 
CO = a2, fo ift 
TS : a2 = aL : TG undfolglich, nach 
dem erften Falle, TB — aD. Nun ift aber 
TB — AB (XI, 29. ©.) und 
aD = CD (XI, 30. S.) folglich . 
muß AB = CD feyn. 


IN 


. N 
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— Der 35. Soap. 
hrfasg. 
Wenn man aus ven Sceitelpuncten zweier ge 
gebenen ebenen gleihen Winkel auf ihre Ebenen 
zwei gerade Linien auffiellt, welche mit den Schens 


feln der gegebenen Winkel, einzeln genommen, 
gleiche Winfel bilden; wenn man ferner in dieſen 


aufgeſtellten Linien zwei willfübrlide Puncte 


nimmt, aus biefen auf die zuerf gegebenen Wins 
fels &benen zwei Tothe zieht, und von den Puncten, 
worin dieſe Lothe in den Ebenen eintreffen, nad 
den Scheitelpuncten der zuerfi gegebenen Winfel 
.. zwei gerade Linien zieht, fo bilden ‚diefe mit dem 


aufgeſtellten Linien gleiche Wintel, 


Es feien_ (Fig. 200.) BAC und EDE bie zwei gegebenen 


Winkel, aus deren Scheitelpuncten A und D die.Linien AG 


und DL fo über die Winfel» Ebenen aufgeftellt find; daß 
x BAG = x EDL und x GAC = X LDF, ferner feien 
‚_G "und L die willführlichen Punete, GK und LM die aus 
"ihnen auf die Winfels Ebenen gezogenen Rothe, und KA und 
MD die Verbindungslinien, fo it x KAG = x MDL. 
Beweis, 

Dan nehme AH= DL, und ziehe durch H mit dem Lothe 

GK, die HJ gleichlaufend, ‚welche demnady auf der Ebene 


BAG (XI, .8. ©.) folglich auch auf den Linien JA, JB, JG 


lothrecht ſteht (XI, 3. Erf) Bon J und M fälle man auf 
die Schenfel der gegebenen Winfel die Lothe JB, JC und ME, 
MF, und ziehe endlich die Verbindungslinien BC, ‚CH s HB 
und EF, FL, LE. . \ 
Da- in auf JA, ferner die JC auf AC und die HJ auf JC 
Iothrecht ift, fo hat man 
Quadr, AH Quadr. AJ + Quadr. IH a, 4.85). 
Quadr. AJ = QDuadr. AC + Quadr. CJ und 
Quadr. CJ + Quadr. JH = Quadr. HC. Daher ift 
Duadr. HA = Quadr. AC + Quadr. HC und folglid; 
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x HCA=R (I, 48, S) Auf gleiche Art iſt audi 

XLFD BR, folglid | 

3 HAC = x LFD. Es ift aber auch 

3 AHC = x LDF und 

AH = DL, folglich 
AC=DF a, 26. ©.) 

Da nun eben fo die HJ auf FA, die IB auf BA, und 
die HJ auf IB fenfredht ſteht, fo wird auf gleiche Art bes 
wiefen, daß X HBA = X LED =.R, und AB = DE if, 

Da nun die Winfel BAC und EDF nebft den fie bildens . 
den Seiten einander gleich find, fo it BC = EF (I, 4 ©,) 
und x BCA == x EFD. 

Nut ift aber x JICA=3% MFD=R, folglid auch 

3 BC) = x EFM (Il, 3. Gr.) Aus gleis 

chem Grunde ift x JBC == 3 MEF, Es war aber 
BC = EF, folglid, ift 
CJ FM (d, 2.6) Nun war 

AC= DF, und 

X ICA = X MFD, folglich, ift | 
AJ = DM (I, 4. ©.) und daher 

Ä Quadr. AJ == Quadr, DM. 
Da HJ lothrecht auf JA und LM lothrecht auf MD ift, fo 
Hat man Quadr. HA = Quadr, AJ + Odr. JH CI, 47. ©.) 
und Quadr. LD = Duadr. DM + Duadr, ML. Es mar 
aber HA = LD, daher ift 
Duadr. HA Quadr. LD, folglich auch 
Quadr. AJ + Odr. JH = Oder. DM + Odr. ML 
Allein Quadr. A AJ = Quadr. DM, folglich ift | 
» Quadr, JH == Quadr. ML (I, 3. Gr.) und baher 
JH = ML Es war aber auch 
AJ == DM und 
AH =DL, folglich iſt 
x KAH = > MDL (I, 8.6, 
Zufar 

Hierdurch iſt bewieſen: Wenn man aus den Scheitelpuncten 

tweier gleichen ebenen Winkel zwei gleiche gerade Linien fo 
13 
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aufftelt, daß die Winkel, welche fie mit den Schenfeln ber 
zuerft gegebenen Winkel bilden, einzeln genommen, einander 
gleich find, fo müflen auch die, von den Endpuncten der aufe 
geftellten Linien auf die zuerſt gegebenen Winfel» Ebenen ges 
fällten Zothe einander gleich feyn. 


Der 36. Sag. 


Lkehrſa tz. 

Wenn drei gerade Linien proportional ſind, ſo 
iſt das Parallelopipedum, welches aus allen 
dreien gebildet werden kann, dem gleichfeitigen und 
mit jenem gleihwinfeligen Parallelopipedum aus 
der mittleren Linie gleich. 

Es fei (Fig. 201.) A: B B: C, fo ift dad aus den 
Linien A, B und C gebildete Parallelopipedum dem aus der 
Linie B gebildeten gleichfeitigen, und mit dem erfteren gleich“ 
winfeligen Parallelopipedum gleich, 

Beweis, 

Es fei E ein Förperlicher .Winfel, welcher von den drei 
ebenen Winfeln DEG, GEF und FED begrenzt il. Man 
made B= DE = GE = FE und vollende das Parallelopipes 
pedum EJ; dann ziehe man KL, lege an K einen £örperlichen 
Mintel, welcher jenem bei E gleich ift, und von den drei 
"ebenen Winfeln MKN, NKL und LKM begrenzt wird. Man 
nehme fernee A = KL, 

B=KN un 
C = KM und vollende das Parallelopis 





yedum KH. . 
Daher A:B=B:C iſt, fo ift aud 

'KL:FE=ED : KM. Da ferner 

X LKM = x FED, fo ift das Parallelogramm 
ML dem Parallelogramme DF gleich. (VI, 14. &.) Nun find | 
‚auf den gleichen Winkeln MKL und DEF in K und E bie 
gleichen Linien KN und EG fo aufgeftellt, daß 

. 3 LKN = x FEG und 

&_MKN = % DEG. 
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“ Daher müffen die von N und G anf die Ebenen ML und 
DF gefällten Lothe, d. h. die Höhen (VI, 4. Erfl.) der beiden 
Körper einander gleich fegn. (XI, 35. Zuſ.) Es ift aber 
ferner ML=DF, folglich muͤſſen auch die beiden Koͤrper KH, 
und EJ einander gleich feyn. (XI, 31.8.) 


Der 37, S a tz. 


| te ehrfag. | 

Wenn vier gerade Linien proportional find, fo 
find auch die auf denfelben befchriebenen ähnlichen, 
und ähnlich liegenden Parallelopipeden einander 
proportional. Und wenn die auf vier geraden. 
Linien befchriebenen ähnlichen und ähnlich liegen» 
den Parallelopipeden proportional find, fo müffen 

ed auch dieſe vier geraden Linien feyn. 
Es ſei Fig. 202.) AB: CD EF: CH, md AJ, cx, 
EL und GM die auf ihnen beſchriebenen ähnlichen und aͤhnlich 
liegenden Parallelopipeden, foiftauh AJ : CK= EL: GM 
Und wenn umgefehrt AJ : CK = EL: GM 
ift, fo bat man au AB : CD=EF : GH. 


Beweis, 
L WennAB : CD=EF: GH, fo ift and 
(AB : ’CD)s = (EF : GH) Nun ift aber 
AJ : CK = (AB : CD) (XI, 33, Zuf.) und 
EL : GM = (EF : GH)S, folglich iſt auch 
AJ: CK= EL’: GM. Ä 
. IL Wenn aber AJ : CK =EL : GM if, fo wird, weil 
AJ] : CK (AB: CD) und 
EL: GM = (EF : GH)3 (XI, 38, Zuſ.) auch 
(AB : CD) — (EF : GH)3 nunmehr 
AB:CD =EF; GH. 
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Der 33. Sap. 
Lehrſa tz. 


Wenn auf einer Ebene eine andere lothrecht 
fieht, und von einem Puncte der erften auf die 
andere ein Loth gefällt wird, fo muß diefes in der. 
Durhfchnittslinie beider Ebenen eintreffen. 

Wenn (Fig. 905 auf der Ebene AB die Ebene CD ſenk⸗ 
recht iſt, und von einem Puncte E in CD ein Loth EG auf 
AB gefällt wird, fo muß diefes in AD eintreffen. 

Beweis, 

Wenn das vom Puncte E in der Ebene CD auf die Ebene 
"AB gefällte Loth nicht in AD einträfe, fondern aufferhalb ders 
felben, wie EF, fo ziehe man aus F die FG ſenkrecht auf AD, 
. und die Verbindungelinie EG. Hier ift FG auf der Ebene CD 
lothrecht (XIL, 4. Erkl.) und daher auch lothrecht auf der Linie 
GE (XI, 3. Erf) Wenn nun EF auf der Ebene AB, und 
fomit auch auf der Linie FG fenfrecht wäre (XI, 3. erti ), ſo 
haͤtte man ein Dreieck EGF, worin X EFF=XEFG—=R 
wäre, welches unmöglich ift. (I, 7. S.) 


Der 39. Sah, 


tehrfar. 

Menn ein Parallelopyipedum durch die Mitte 
zweier einander gegenüberliegenden. Ebenen von 
zweien Ebenen gefhnitten wird, fowird die Durch— 
fhnittslinie dieſer legteren_die Diagonale bes 
Parallelopipedums balbiren. 

Es werde (Fig. 204.) das Parallelopipdum AF durch die 
Mitte T und R der zwei gegenüberliegenden Ebenen CF und 
AH von zwei Ebenen JM und NQ gefchnitten, fb wird die 
Durchſchnittslinie TR die Diagonale DG in S halbiren. 

- Beweis. 

Man ziehe die Linien DT, TE, BR, RG. Da die Pas 

rallelen DC und FE von NO gefchnitten werden, fo ift 
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_XDNT=3XTOE (I, 29.6.) Nun if auch 
DN = EO, und 
NT = TO, daher au 
DT = TE (I, A ©.) und 
%x NTD = x OTE (I, 4. S.), baher 
DTE eine gerade Linie. (I, 14. ©.) 

Auf gleiche Art wird bewiefen, daß BR= RG und BRG 
eine gerade Linie ift. 

Da nun. fomohl DB, als EG ber einie CA gleich und 
parallel find, fa find aud; DB und EG gleich, und parallel, 
(I, 1. Gr. und XI, 9. ©.) folgli auch DE und BG gleidy 
‘ und parallel. (I, 33. ©.) Daher auch TR und DG in einer 
Ebene (XI, 7. ©.) und fchneiden einander in S. oo. 

Da nun DE und BG einander gleich und parallel find, auch 


DT = TE und 
BR RG, fo ift auch 
DT’ =RG und 


x DTS = xSGR (1, 29.6.) € find aber 
auch die Winfel bei S einander gleih CI, 15. S.) folglich ift 
TS = SR und DS. = SC. (I, 26.©.) 


Der 2 Saß. 


. Lehrſatz. 


Wenn zwei Prismen gleiche Höhen haben, und 
Das eine von ihnen ein Parallelogramm, das ans 
dere aber ein Dreied zur Örundfläde hat; fo, daß 
das Parallelogramm nod einmal fo groß, als das 
Dreiedift, fo find beide Prismen einander gleid. 

Es feien (Fig. 205.) ED und HGJLKM zwei Pridmen von 
gleicher Höhe, die Grundfläde des erften fei das Parallelos 
gramm ACFE, jene des andern das Dreied HGJ, und es fei 
ACFE = 2 A GHJ, fo find die zwei Prismen einander 
gleich. 
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| Beweis. | 
Man vollende bie Parallelopipeden ED und GO. Da 
ann hier ACFE = 2 A HGJ und and 
HVIG = 2 AHGJ (I, 34.6) fo ift 
ACFE = HVJG. Da aber auch die beiden 
Körper einerlei Höhe haben, fo it ED—=0G (XI, 31. ©.) 
Weil nun die obenbemerkten Priemen von diefen Parallelopipes 
ben die Hälften find, fo muͤſſen auch jene Prismen einander 
gleidy feyn. CI, 7. Gr.) 


⸗ 


Ende des eilften Buchs. 





Das 
swöolfte Bud 
ber 
Elemente des Euclides. 





Diefes Buch handelt: / 
1) Bon den Pyramiden und Prismen. Sa 1 —9. 
2) Bon dem Kegel und Eylinder. Sag 10—15. 
3) Bon der Kugel, Sat 16—18. 
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Der i. Sah 


Lehrſatz. 

Wenn tn Kreifen aͤhnliche Vielecke beſchrieben 
find, fo verhalten ſich dieſe wie Die Quadrate der 
Durdmeffer von jenen, | 

Es feien in die Kreife (Fig. 206.) AEDCB und FKIHG 
die ähnlichen Vielecke ABCDE und FGHIK befchrieben, fo 
verhält fich jenes zu dDiefem, wie fich das Quadrat des Durchs 
mefferd BL zum Duadrate bed Durchmefferd GM verhält. 

Beweis. 

Man ziehe bie geraden Linien BE und GK, AL und FM. 

Da die beiden Vielecke einander ähnlich find, fo ift au - 
X BAE = x GFK (VI, 1. Erfl.) und daher 
‚BA: AE=GF : FK. Daher aud), in den 
Dreieden BAE und GFK Z 
x AEB= x% FKG (VI, 6. Erkl.) Es iftaber 
x AEB = X ALB und 
3x. FKG = x FMG II, 21. ©.) folglich 
x ALB = x FMG. Es ift ferner | 
XBAL=3XGFM=R (II, 31.6, folge 
ih A BAL A GFM und daher 
BL: GM = AB: FG (VI, 4. ©.) folglidy 
(BL : GM)? = (AB : FG).2 Run ift aber 
(BL : GM)? = Or. BL : Obr. GM (VI, 20. 6.) 
und (AB : FG”? = ABCDE : FGHIK. Daher 
ABCDE : FGHJK = Quadr. BL : Quadr. GM. 


Der 2. Safß. 


Lehrſa tz. 

Kreiſe verhalten ſich zu einander, wie die Qua⸗ 
drate ihrer Durchmeſſer. 
Wenn (Fig. 207.) ABCD und EFGH bie gegebenen Kreife 
find, fo verhält fich jener zu diefem, wie dad Quadrat des 

Durchmeſſers BD zum Quadrate bes Durchmefferd FH. 
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Beweis, 
Wäreniht Q. BD : S, FH =. fr. ABCD : Str. EFGH, 
fo fi Q. BD: OQ. FI fr. ABCD : R, fo muß 
die Fläche R entweder größer oder kleiner, ale ber Kreis 
EFGH ſeyn. 
Er t er Fall. 
Es mia. BD:O.FH= fir. ABCD : R; fo, daß 
R< fr. EFGH oder baß- 
Sr. EECH=R + X fei, 

Man fchreibe in den Kreis EFGH dad Quadrat EFGH, 
welches aus den beiden gleichen Dreieden EFH und HGF bes 
fieht, und der Hälfte jenes Quadrates gleich ift, welches um 
ben Kreis befchrieben werden kann (I, 41.©.), wenn man . 
durch die Puncte E, F, G und H Zangenten zieht. Da nun 
das Auffere Dnadrat größer, ald der Kreis ift, fo muß feine 
Hälfte, folglich auch das innere Quadrat, größer, als die 
Hälfte deg Kreifes feyn. 

Werden nun die Bogen EF, FG, GH und HE in ben 
Puncten J, K, L und M halbirt, und die geraden Linien EJ, 
JF, FK, KG, GL, LH, HM und ME gezogen, ſo ift jedes 
der hierdurch entfiehenden Dreiecke, wie etwa dag Dreied JFE, 
größer, als die Hälfte feined Segmented FJE. Denn wenn 
man durch J eine Tangente zieht und das Parallelogramm EF 
vollendet, fo ift daffelbe größer, als das Segment FJE, folge 
lich feine Hälfte, das ift das Dreied JFE, größer, als die 
Hälfte des Segmente. (I, 41. ©.) 

Da nun eben diefed von allen Dreieden gilt, welche ente 
fiehen, wenn man mit den Halbirungen der Bogen fortfährt, 
und folglich auf diefe Weife vom Kreife- EFGH mehr, als -- 
die Hälfte weggenommen wird, und vom Stefte wieder mehr, 
als die Hälfte und fo immer fort, fo bleiden zulegt Segmente 
wie EJ, JF, FK u. f. w. übrig, welde zufammengenommen 


kleiner find, als jede willführlich angenommene Flaͤche X. 


(X, 1.6.) Es war aber fr. EFEGCH=R + X. Sog 
ift das Vieleck EIFKSLHM >R. 
Nun befchreibe man in den Kreis ABDC ein dem vorigen 
ähnliches Vieleck ANBOCPDQ, fo ift 
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Quabr. BD : Onadr. FH = ; Biel, ANB.... : Biel. EJF.... 
GL, 1.6) 0 
Es ift aber nach der Annahme 
Quadr. BD : Quadr. FH = Ltr. ABCD : R, folglich 
‚Se ABCD:R= Biel, ANB.... : Biel. EJF.... 
Da nun offenbar 
J Kr. ABCD > Biel. ANB.. tft, fo müßte 
auch Fläche R > Biel. EJF.... feyn, weldes 
dem vorher Bewiefenen, daß 
Biel. EIF... > R widerfpricht. 
Es ift baher unmöglich, daß die Proportion 
Duadr. BD : Quadr. FH = fir. ABCD : R ftatt finden 
kann, wenn R<. Sr. EFGH if. | 
Allein aus eben diefen Gründen ift ed auch unmöglich, daß 
Duadr. FH : Duadr. BD = Fr. EFCH : Z fei, wenn 
Z < Sir. ABCD iſt. 


Zweiter Kall 
Es ſei nım ö 


Quadr. BD: Quadr. FH =. fr: ABCD R; fo, daß 
R > Kr. EFCH if. Für dieſen 
Kal ift auch 
Quadr. FH : Quadr. BDD= RR: Kr. ABCD. Nun made 
man R : fr. ABCD = fir. EFGH : Z fo, daß, weil: 
R > Sr. EFGH, nun aud 
Kr. ABCD > 2 ift, Daher wäre 
Duadr. FH : Quadr. BD — Kr. EFGH : .Z, weldies 
| aber, weil z < Kr. ABCD ift, nach dem n erſten 
Sale unmöglich; ift. 


Der 3 Sap 


Lehrſatz. 
Jede dreiſeitige Ppramide kann in ‚wei gleiche, 
einander felbfi und der ganzen ähnliche Pyramis 
den und in zwei gleiche Prismen getheilt werden, 
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welche zufammengenommen größer, ald die Hälfte 
der ganzen Pyramide find. 

Es fei (Fig. 208.) ABCD die gegebene breiedige Pyramide, 
fo fann diefelb: auf die in dem Lehrfage angegebene Art ges 
theilt werben. 


Beweis, 


Man halbire die Linien AB, BC und CA in den Puncten 
E, F und G, ferner die Linien DA, DB und DC in den 
Puncten H, J und K, und ziehe HE, EG und GH für die 
Pyramide AEGH und HJ, JK, KH für die Pyramide HIKD; 
ferner JE, FG für die beiden Prismen EBFGHJ und GFCHIK. 

I. Da die beiden Pyramiden AEGH und HIKD von gleich» 
vielen, unter ficy gleich und ähnlichen Seitenflächen begrenzt 
werben, fo find fie ebenfalls einander gleich und ähnlich. 
(XI, 10. Erfl,) denn 

1) Da AE = EB und AH = HD, fo ift die Linie EH 
mit BD gleichlaufend (VI, 2.9.) Weil ferner AH = HD 
und BJ = JD, fo ift auch HJ mit AB parallel. (VI, 2. ©.) 
Daher muß HEBJ ein Parallelogramm ſeyn, und es ift 

H=EB=AE (I, 34, ©.) fo wie auch 
% JHD = x BAH (I, 29. 8) Es war aber auch 
HD — AH, folglich ift 
ı ADHSAHEA(L 2.1 VI, 4.6): 
2) Ganz auf gleiche Art wird bewiefen, daß 
ADHK3S A HGA und | 
KD = GH fi, 
.3) Da die Linien DJ und HE fo wie auch DK und HG 
einander gleich und parallel find, fo ift auch 
x JDK = x% EHG (XI, 10. ©.) folglidy 
DIK S A HEG. (I, 4 S. VI, 46) 
4) Ebenfo wird bewiefen, daß 
AHIKR A AEG if. 

IL Run ift die ganze Pyramide ABCD ber Pyramide 
. HJKD ähnlich (XI, 9. Erfl.) und daher muß fie auch ber 
Pyramide AEGH ähnlich ſeyn. 
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Denn ba HJ mit AB gfeichlaufend ift, fo find die Dreiede 
DAB und DHJ gleidhwinfelig (I, 29. ©.) und ihre Seiten 
proportional (VI, 4. S.). Daher find beide Dreiede einander 
ähnlich (VI, 1. Erkl.), welches auch von ben Dreieden DAG 
und DHK, fo wie von den Dreiefen DBC und DIK gilt. 

Allein es ift auch, weil HJ mit AB und HK mit AC 
parallel und folglich X BAC = % JHK ift, (XI, 10. ©.) 
Das Dreied ABC dem Dreiede HIK ähnlich und folglich 

BA: JH=AD: DH =AC : KH (VI, 4.6) 

II. Auch muß das Prisma, bei welchem der Grundfläche 
EBFG die Linie HJ gegenüberliegt, dem Prisma, bei welchem 
dem Dreiede FGC ald Grundfläche das Dreieck IKH gegens 
überliegt, deswegen gleich feyn, weil fie einerlei Höhe haben, 
und wegen BF = FC auch EBFEG — 2 A GFC ift. (XI, 40.©. 
und I, 41. ©.) 

IV. Die beiden fo eben genannten Priömen muͤſſen zuſam⸗ 


mengenommen groͤßer, als die Haͤlfte der ganzen Pyramide 


ABCD ſeyn, wenn fie, größer find, als die beiden kleinen 
Pyramiden AEGH und HIKD zufammengenommen. 
Wenn man die Linien JE und EF für die Pyramide EBFJ 
zieht, fo wird auf eben diefe Art, wie im erften Theile bes 
wiefen wurde, daß AEGH & HJKD, nunmehr auch dargethan, 
daß EBFJ 5 HJIKD. Daher ift auch 
EBFJ &5 AEGH. Es ift aber offenbar 
EBFGHJ'> EBFJ, folglidy auch 
EBFGHJ > AEGH, daher auch 
GFCHJK > HIJKD. 


Der Say 


ehrſa tzz. 

Wenn zwei dreieckige Pyramiden gleiche Hoͤhen 
haben und es wird jede derſelben in zwei gleiche, 
einander ſelbſt und der ganzen aͤhnliche Ppramiden 
und in zwei gleiche Prismen getheilt; hierauf jede 
der hierdurch entſtehenden Pyramiden wieder auf 


x Non, 
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eben diefe Art, und dieſes immer fo fort, fo verhaß 
ten fich alle Prismen in der einen Pyramide zu 
allen Prismen von gleiher Anzahl in der andern, 
wie die Grundfläche der einen zur Grundfläche der 
‚andern, 

Wenn (Fig. 209.) die zwei breiedigen Pyramiden ABCG 
und DEFH auf die in dem Lehrſatze bemerfte Art getheilt wer⸗ 
den, fo verhalten fich alle, durch diefe Theilung in der erften 
Pyramide entfiehende Prismen zu allen, auf ähnliche Art in 
ber, zweiten entftehenben, wie ſich die Grundflaͤche 2 ABC zur 
Grundfläche DEF verhält. 

Beweis. 

Da die beiden Pyramiden ABCG und DEFH einerlei Höhe 
haben, fo find die von G auf das Seitendreied ABC und von 
H auf. das Seitendreie® DEF gefällten Lothe einander gleich. 
(VI, 4. Ertl) Nun wird fowohl das Loth aus G, als qudf 
Die Linie GC von den zwei Parallels Ebenen ABC und OLM 
proportional gefchnitten. (XI, 17. ©) Da aber die Linie GC 
in M halbirt ift, fo muß auch das vorhin bemerfte Loth von 
der Ebene OLM halbirt werden, E8 leuchtet von felbft ein, 
daß eben diefes auch von dem Lothe gilt, welche von H auf 
die Ebene DEF gezogen if. Da nun diefe ganzen Lothe einans 
der gleich find, fo müffen e8 auch ihre Hälften feyn. Daher 
Haben die zwei Prismen KNCOLM und QVFRTS einerlei Höhe 
und müffen ſich daher zu einander verhalten, wie ihre Grunds - 
flächen KNC und QVF. (XI, 28. und 32.6.) Da nun BN 
"=NC und AK= KC, fo ift auch die Linie KN mit AB 
parallel (VI, 2.©.) und folglih A ABC co A KNC. (VI, 4. S.) 

Ganz aus gleichem Grunde ift auch 

A DEF A OVF. Beil aber 
BC = 2 NC und EF = a VF, und daher 
2 BC : EF= NG : VFif, fo hat man auch 
AM: ADEF=ARNG: A QVF. (VI, 22. ©) 
Es war aber nach dem Obigen 
AKNC: A QVF = Prm, KNCOLM ; Prm. QVFRTS. 


Folglich ift auch 


u 
| 
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A ABC: ADEF= PriemaKNCOLM : Prisma WVFRIS 
oder 
A ABC: N DEF = Prisma JBNKOL : prisma PEVORT 
(XII, 3. ©.) Daher. ift auch 
A ABC: A DEF Prm. KNCOLM + Prm. IBNKOL : 
Prm. QVFRTS + Prim. PEVORT. 
Wenn nun die in den größern Pyramiden entftandenen 
fleinern, wie AJKO und DPOR wieder ebenfo getheilt werden, 
fo müffen fid) aus gleichem Grunde die zwei Prismen in AJKO 
zu den beiden Prismen in DPOR verhalten, wie fich das Dreieck 
AJIK zum Dreiede DPQ d. h. wie fi) dad Dreieck ABC zum 


Dreiecke DEF verhält. Daher müffen fich auch die vier Priss 


men in ABCG zu den vier Priömen in DEFH verhalten, wie 
fih das Dreieck ABC zum Dreiede DEF verhält, 

Da nun auf vollfommengleiche Art der Beweis auch von 
den Prismen in den Pyramiden OLMG und RTSH, und übers 
haupt von allen andern Prismen geführt werden fann, welde 
and dem iminer weiter fortgefegtent Eintheilungen entfichen ſo 
iſt der Lehrſatz bewieſen. 


Der 5. Sap. 


Lehrſa tz. 

Wenn dreieckige Pyramiden einerlei Hoͤhen 
haben, fo verhalten fie ſich wie ihre Grundflaͤchen 
zu einander. 

Wenn (Fig. 209.) die dreieckigen Phyramiden ABCC und 
DEFH ’einerlei Höhe haben, fo verhalten ſi fie fi ih, wie ihre 
Grundflaͤchen ABC und DEF. 

Beweis, 

Wenn die Proportion 


"AMC: ADF= Por. ABCG : Por. DEFH nicht flatts 


fände, fo fei / 

A ABC : A DEF Pyr. ABCG : X, fo muß der Koͤr⸗ 
per X entweber größer oder Tleiner feyn, als bie Pyramide 
DEFI. 


c 
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IL Es ſei A ABC : A DEF Pyr. ABCG : X; fo, 
daß X < Pyr. DEFH oder daß 
Pyr. DEFEH=XHR if. 
Wenn man (nah XII, 3. ©.) die Pyramide DEFH in 
ihre Pyramiden und Prismen, und die hierdurch entftehenden 
fleineren Pyramiden wiederum auf eben dieſe Art eintheilt, 
and auf diefe YBeife immer fortfährt, fo bekoͤmmt man einmal 
Pyramiden, welche Meiner find, ale jede Größe R (X, 1.6) 
Nun war Por. DEFH = X +R, folglid find die Prismen 
ber Pyramide DEFH > X. | 
Wird nun die andere Pyramide ABCG auf eben dieſe Art 
und: ebenfo oft getheilt, fo verhalten fich die Prismen der Pyras 
mide ABCG zu den Prismen der Pyramide DEFH, wie ſich das 
Dreied ABC zum Dreiede DEF, d. h. nach der Annahme, 
wie fich Pyramide ABCG zu X verhält, Da aber die Prismen 
der Pyramide ABCG offenbar fleiner find, als diefe Pyramide 
ABCG, fo müffen auch die. Prismen der Pyramide DEFH 
fleiner ale X feyn, welches dem Borherbewiefenen, daß die 
Prismen der Pyramide DEFH größer ald X find, wiberfpricht, 
Daher ift es nicht möglich, daß 
A ABC : A DEF = Pyr. ABCG : X fei, weil 
X < Pyr. DEFH. Aus Beiden Gruͤn⸗ 
den iſt es aber auch unwoͤglich, daß 
A DEF ; A ABC = Pyr. DEFH : Z wenn 
Z < Pyr. ABCG iſt. 
II. Es fei nun 
A ABC : A DEF Pyr. ABCG : X; fe, daß 
X > Pyr. DEFH wäre. Hier, wäre 
auch ADEF: AABC=X: Por. ABCG. | 
Nun mache man 
X : Pyr. ABCG Pyr. DEFH : 2; ſo, daß, weil 
X > Por. DEFH, auch 
Pyr. ABCG > Z, folglich 
.Z2< Por. ABC& wäre. Daher hätte 
man A DEF : A ABC — Pyr. DEFH : Z, welches aber, 
weil Z < Pyr. ABCG, nach dem. erflen 
Falle unmoͤglich iſt. 
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Der 6. & aß, 


Leherſa tz. 
Wenn vielecktge Pyramiden gleiche Höhen haben, 
fo verhalten fie fih wie ihre Grundfläden. 
Wenn (Fig. 210.) die Pyramiden ABCDEL und FGHJKM 
einerlei Höhe haben, fo verhalten fie ſich wie ihre Grunde 
flaͤchen ABCDE und FGHIK; 


Beweis. 


Man theile die Grundflaͤchen ABCDE und FGHIK in ihre 
Dreiede ABC, ACD und ADE; ferner in FCL, FHJ und 
FJK, und denfe fich über dieſen Dreiecken folche Pyramiden, 
weiche mit den erflern von gleicher Höhe find. 

Da nun hier 

AABC : A ACD = Por. ABCL : Por. ACDL cxir, 6. S.), ſo iſt 
ABCD : ACD = ABCDL : ACDL. Es iſt aber 
ACD : ADE == ACDL : ADEL (XII, 5. ©), folglich auch 
ABCD : ADE = ABCDL ; ABEL. Daher 
ABCDE : ADE = ABCDEL : ADEL, Run ift 
. ADE: FJK = ADEL : FJKM. (XII, 5.5) Daher 
ABCDE : FJK —= ABCDEL : FJKM. 

Es wird aber wie zuvor bewiefen, daß 
FGHIK : FIJIK = FGHJKM : FJKM, folglich iſt auch 
ABCDE : FGHJK = ABCDEL : FGHJKM. 


N 


Der 7 Sak, 
Lehrſa tz. = x 
Jedes dreieckige Prisma kann in Drei-brei 
eckige Pyramiden getheilt werben, welde einander 
gleich find, | 
Went (Fig. 211.) FEDCBA das gegebene breiedige 
Prisma ift, fo kann daffelbe in drei unter ſ ich gleiche drei⸗ 


eckige Pyramiden getheilt werden. 


43 


— 
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| Beweis. 
Man ziehe in dem Parallelogramme FDAB die Diagonale 
DB, im Parallelogramme EFCB die Diagonale EC und in 
dem Parallelegramme FDAC die Diagonalt DC, fo entftehen 
drei dreiedige Pyramiden ABDC, DBEC und ECFD. . 
Da in dem Parallelogramme ABED 
AABD= A DBE (l, 14. ©.) fo muß auch 
Pyr. ABDC = PYpyr. DBEC feyn, weil beide ihre ges 
meinfchaftliche Spite in C haben. (XII, 5. ©.) 
Sm Parallelogramme BCFE ift ebenfo 
A FEC = A CEB cl, 14. ©.) und: folglich 
Pyr. FECDPyr. CEBD, weil beide die gemeine 
ſchaftliche Spige.in D haben. (XII, 5. ©.) 
Es war aber vorhin 
Pyr. ABDC Pyr. DBEC, folglich ſind dieſe drei 
Pyramiden unter ſich gleich. 
Zufakß. 
j Hieraus folgt, daß jede - Pyramide ber dritte Theil eines 
Prisma's ſei, welches mit ihr Grundflaͤche und Hoͤhe gemein 
hat. Wenn das Prisma ein vieleckiges waͤre, ſo kann es in 
dreieckige zertheilt werden, und es hat wieder der vorige 
Beweis Statt. 


Der 8 Satz. 


Lehrſa tz. 
Aehnliche dreieckige Pyramiden ſtehen in dem 
dreifach höhern Verhaͤltniſſe ihrer homologen 
Seiten. 
Es ſeien Fig. 912.) ABCG und DEFH zwei ähnliche 
breiedige Pyramiden, fo ſtehen fie im dreifach höhern Vers 
| hauniſſe ihrer homoiogen Seiten BC und EF. 
Beweis. 
Wenn man die Parallelopipeden BJ und. EN vollendet, 
fo ift, weil die gegebenen Pyramiden einander ähnlich fi find, 
Bu x BCA = x EFD (Al, 9, Erkl.) Berner 
%.ACG = &x DFH und 
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3 BCG = x EFH. daher 
BC:EF = AC: DP = GC : HF. Daber iſt 
CM w FO (VI, ı, Et) Ferner 
CIooFN und 
CL cw FP. 


Es find aber in jeder der beiden Parallelopipeden die, den 


ebengenannten Seitenflächen gegenüberftehenden Ihnen gleich 
und aͤhnlich (XI, 24. S.) Daher ift auch 
BJ EN (XI, 9, Erkl.) und daher 
BJ: EN = (BC : EF), 

Da ein Prisma die Hälfte des ihm zugehoͤrigen Parallelds 
pipedums und eine. Pyramide der dritte Theil des ihr zuges 
hörigen Prisma ift, fo muß auch die Pyramide der fechete 
Theil des ihr angehörigen Parallelopipedums feyn, und man 
hat auch 

Pyr. ABCG : Pyr. DEFH = BJ: : EN = (BC : EF}% 
Zufag. 

Hieraus folgt, daB auch Ähnliche vieledige Pyramiden 
{im dreifach höheren DVerhättuiffe ihrer homologen Seiten 
fieben, "Denn wenn man die vielefigen Pyramiden durch 


Ebenen, welche durch ihre Epige und durch homologe Dias. 


genalen ihrer Grundflächen gehen, in bdreiedige Pyramiden 
verwandelt (VI, 20, S.), fo verhalten fidj alle Dreiedige 
Pyramiden in der einen zu allen dreiedigen ber andern, 
d. h. es verhält fich die eine vieleckige Pyramide zur andern, 
wie eine dreieckige Pyramide in der einen ſich zur homo⸗ 
logen in der andern verhaͤlt. Es ſtehen aber die dreieckigen 
Pyramiden im dreifach höheren Verhaͤltniſſe ihrer homologen 
Seiten, Daher audy Die vieleckigen. 


Der 9% Sa tz. 
Lehrſa tz. 2 


Wenn dreiedige Pyramiden einander gleich 
find, fo ſehen ihre Grundflaͤchen im umgefehrten 


Verhaͤltniſſe ihrer Höhen, und wein ſich ihre 


13 * 
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Orundflähen umgefcehrt, wie ihre Höhen ver 
halten, fo find die Pyramiden einander gleid. 

Wenn (Fig. 213.3 ABCG uud DEFH zwei gleiche dreis 
edine Pyramiden find, fo fichen ihre Grundflädhen ABC und _ 
DEF im umgefchrten Berhältuiffe ihrer Höhen, und wenn 
dieſes Iegtere ift, fo hat auch das erſtere Statt. 

Beweis, 

Man vollende die Parallelopipeden BJ und EN, weldye 
mit den gegebenen Pyramiden gleiche Höhen haben. 

1. Wenn nun Pyr. ABCG = Pyr. DEFH, fo ift auch, 
weil die Pyramide. der fechöte Theil des ihr zugehörigen 
Parallelopidedums ifi, BI=/EN. Folglich fliehen die Grund» 
flähen BK und EM (XI, 34. ©.) und daher audy bie Dreiede 
ABC und DEF (I, 34, ©.) im umgefchrten Verhaͤltniſſe der 
Höhen. | 

11. Wenn aber die Grundflächen ABC und DEF, folglich 
auch BK und EM (1, 34. ©.) ſich umgefehrt, wie die Höhen 
der beiden Pyramiden verhalten, fo muß auch das Parallelos 
pipedum BJ dem SParallelopipedum EN gleich ſeyn. (X1,34.©.) . 
Da aber die Pyramide der fechste Theil des ihr angehörigen 
Darallelopipedums ift, fo muß auch die Pyramide ABCG 
ber Pyramide DEFH glei, feyn. 


Der 10. Sak. 
Lehrſatz. 
Der Kegel ift der dritte Theil jenes Cylinders, 
welcher mit ihm Grundflädhe und Höhe gemein hat. 
Es fei (Fig. 214.) der Kreis ABCD fowohl die Grund⸗ 
fläche des Kegels, als jene des Cylinders, welcher mit ihm 
bie Höhe gemein hat, fo iſt jener der dritte Theil von dieſem. 


Beweig. U 


Wenn ber Kegel der dritte Theil des CEylinders nicht 
wäre, fo muß derfelbe entweder größer oder kleiner ſeyn, als 
dieſer dritte Theil. | 


! 
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1. Es fei Reg. < 1% Cyl. oder 3 Keg. < Eyl. d. h. 
. Sylinder = 3 eg. + X. 

Man befchreibe im den Kreis, welcher bie gemeinfchaftliche 
Grundfläche des Eylinders und des Kegels ift, dad Quadrat 
ABCD, halbire die Bogen AB, BC, CD nnd DA in ben 
Puncten E, F, G und H, ziehe die geraden AE, EB, BF, 
FC, CG, GD, DH und HA, und denke fich durch alle Theilungs⸗⸗ 
puncte die Tangenten nebft den verlängerten Seiten des innern 
Duadrated. Hier ift nun das innere Quadrat die Hälfte des 
äuffern (XII, 2. ©.) und jedes Dreied, wie AEB, der Hälfte 
ſeines Parallelogrammd gleih. Denft man fich nun auf die 
bier entftandenen Figuren Prismen von der Höhe des Cylinders 
befchrieben, welche fich daher, wie ine Grundflächen verhalten, 
ſo il: 

1) Dad Prisma auf dem innern Quadrate die Hälfte des 
‚Prisma auf dem- Aufferen Quadrate, und daher größer als 
die Hälfte des Cylinderd, und 

2) das Prisma auf jedem Dreiede, wie AEB, ift die 
Hälfte jenes Prisma, welches ſich auf dem ihm zugehörigen 
Parallelogramme befindet, und folglich ebenfalls groͤßer, als 
die Haͤlfte des Abſchnitts vom Cylinder, deſſen Grundflaͤche 
der Abſchnitt BEA iſt. | 

Sept man mun diefe hier angefangene Theilung immer 
weiter fort, fo bleiben einmal Abfchnitte vom Eylinder übrig, 
welche zufammen, Fleiner find als jede Größe X. Gefept, dies 
ſei geſchehen, ſo iſt, weil 

Cylinder = 3 Keg. + X, nun auch | 
Dad Priema von der Höhe des Eylinders, deffen Grundfläcdhe 
von der Höhe des Eylinderd, deffen Grundfläche das Vieleck 
AEBFCGDH ift, größer al& 3 Keg. Allein eine Pyramide 
von gleicher‘ Höhe und Grundfläche ift der dritte Theil des 
Prisma AU, 7. S.) Folglich wäre diefe Pyramide: größer 
als ein Kegel von der mämlichen Höhe und von der Grund⸗ 
fläche ABCD, d. h. ein Theil wäre größer ald das Ganze, 
- was unmöglidy ift. 
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I. Es fei Reg. > 1/, Eyl. und folglich Reg. — 3/, Evl. 
+ X, fo made man auf gleihe Weife, wie bei dem erfien 
Kalle vom Eylinder Abſchnitte gemacht worden find, auch hier 
ſolche Abſchnitte vom Kegel, weldıe ans denfelbigen Gründen 
zufammengenonmen fleiner find, als jede Größe X. Daber 
iR aus gleiden Gründen die Pyramide von der Höhe des 
Eylinders, welche zur Grundfläde das Vieleck AEBFCGDH 
bat größer, als ein Drittheil des Cylinders. Da aber (nadh 
Xi, 7. ©.) ein Prisma von der nämlichen Höhe und Grund⸗ 
flaͤche Dreimal fo groß, ale diefe Pyramide ift, fo müßte audy 
Diefed Prisma größer, als der Cylinder, d. h. der Theil 
müßte größer ald das Ganze feyn, welches unmöglich if. 


Der 11. Sa 
Le h rfa tz. 

Wenn Kegel oder CEylinder einerlei Höhen 
haben, fo verhalten fie fih wie ihre Grund» 
fläden. 

Wenn (Fig. 215.) ſich über den Grundflächen ABCD und 
EFGH Segel oder Cylinder befinden, welche einerlei Höhe 
JK = LM haben, fo verhalten fie fich gegen einander, wie 
die ebengenannten Grundflaͤchen. 

Beweis. 

Da ein Eylinder dreimal fo groß ift, als ein Kegel, welcher 
mit ihm Grundfläche und Höhe gemein hat (XII, 10. ©.) fo 
fiehen auch alle Eylinder im geraden Berbältniffe folcher Kegel, 
welche mit ihnen einerlei Grundflächen und Höhen haben, 
Menn daher der obige Tchrfag von den Kegeln bewiefen ift, 
fo muß er auch von den Eylindern bewiefen feyn. 

Penn nun die Proportion . 

Kr. ABCD : Kr. EFGH Keg. AK : Steg. EM 
sicht Statt härte, fo feße man 

Kr. ABCD :; Kr. EFGH Keg. AK : X, und ed muß 
der Körper x entweder größer oder einer, ale ber Kegel 
EM ſeyn. 
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I. Es fei num 
Kr. ABCD : Kr. EFGH = Seg AK: X und X < Reg. EM. 


Wenn man die nämliche Conſtruction wie in dem unmittelo 


bar vorhergegangenen Sage ausführt, fo ift auch hier bie 
Pyramide FM, beren Spige in M und deren Grundfläde das 
. Bielef HNEFPGQ ift, größer ald X. Nun befchreibe man 
. in den Kreis ABCD ein Polygon DRASBTCV, welches dem 
ebengenannten Vielecke HNEFPGO ähnlich ift, und errichte 
auf daffelbe eine Pyramide BK, deren Spige in K ift, und 
weldye demnach mit der vorigen Pyramide gleiche Höhe hat. 
Da ſich nun diefe Vielecke fowohl, als die Kreife, worin 
fie befchrieben find, wie die Quadrate ihrer Durchmeſſer ver 
halten, (XII, 1. u. 2. ©.) und. die Pyramiden, weldye hier 
entſtehen, im geraden Berhältniffe ihrer Grundflaͤchen ſu ab 
(XI, 6. ©.) fo ift ; 
Pyr. BK : Pyr. FM — fir. ABCD': Kr. EFGH, 
Es war aber nach der Annahme 
Kr. ABCD : Sr. EFCH — Reg. AK : X, daher m 


Keg AK : X = Bor. BK : Por. FM. Es if aber 


offenbar Keg. AK > Pyr. BR, daher auch 
X > Vor. FM, weldyes bem zuvor Bewiefenen, 
Pyr. FM > X widerfprict. 
Es ift daher unmdglich, daß 
Kr. ABCD : Kr. EFCGH Keg. AK : X fi, wenn 
x ’< Keg. EM iſt. 
Aus eben diefen Gründen ift e8 auch unmöglich, daß 
Kr. EFGH: Kr. ABCD= Reg. EM: Y, wenn Y < Reg. AK iſt. 
11. Es fei nun F 


Kr. ABCD : Sr. EFGH Keg. AK : X, ſo daß X > 


Keg. EM iſt. 
Hier iſt auch 


Kr. EFCH : Kr. ABCD—= X : Keg. AK. Nun mache man 


X : Steg. AK = Steg. EM : Y, fo daß, weil 
X > eg. EM, nun auch J 
Keg. AK V iſt. Daher iſt auch | 
Kr. EFGH : Str. ABCD Keg. EM : Y, welches 
aber, weil Y < Reg. AK, nach dem erſten Falle unmoͤglich ift. 


[N U 


200 


Der 12. Sak.: 


Lehrſatz. 

Aehnliche Kegel und Eylinder ſtehen im dreifach 
höhern Berhältniffe der Durchmeffer ihrer Grund⸗ 
fläden. 

88 befinden ſich (Fig. 216.) über den Kreiſen ABCD und 
EFGH ähnliche Kegel oder Eylinder, fo ſtehen fie im dreifach 
heben Verhaͤltniſſe ber Durchmeſſer BD und FH, 

Beweis. 

Es ſeien uͤber den ebengenannten Grundflaͤchen dieſer 
Koͤrper die Linien JK und LM ihre Aren. Da nun jeder 
Eylinder dreimal fo gros ift, ald ein Kegel vonder nämlıchen 
Grundfläche und Hoͤhe CXII, 1% ©.) ſo verhalten fich auch 
bie Cylinder eben fo, wie Die Kegel, il 

Hätte nun bie Proportion 

(BD : FH) = Steg. BK : Keg. FM nicht Statt, ſo ſei 
(BD : FH) = Reg. BK : N, fo muß der Körper N ents - 
weder größer oder Lleiner ſeyn, als der Legel FM. 

I. Es fei nun 

(BD : FH) == Steg. BK : N, und zugleich N < Reg. FM. 

Wenn man in dem Kreife EFGH die nämliche Conſtrue⸗ 
tion, wie in dem zehnten Sage ausführt, fo muß auch bier 
die Pyramide GM, deren Spige in M und deren Grundfläche 
dad Vieleck EOFPGOHR ift, größer als N feyn. Man bes 
fihreibe in den Kreis ABCD ein Vieleck ASBTCVDX, welces 
dem Borigen EOFPGOHR ähnlich ift, und errichte auf daffelbe 
eine Pyramide CK, deren Spige in K ift. Es fei eine Seiten« 
Häche der Poramide CK dag Dreied BSK und die ihr homo⸗ 
loge GSeitenfläche der Pyramide GM das Treief OFM. Zieht 
man nun die Linien SJ und OL, fo find die dreiedigen Pyras 
miden BISK und FLOM einander aͤhnlich EXI, 9. Erkl.) weil 
fie von gleich vielen, einander aͤhnlichen Seitenflaͤchen rar 
werden, denn 

1. Da BI = JS und FL=LO, fo if 

BI: JS = FL x LO. Da aber au 


— 
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3 BIS = x FLO, wegen Aehnlichfeit ber DVielede, 
fo ift auch das Dreieck BIS dem Dreiede FLO ähnlich. 
(VI, 6. ©) J 

2. Da nun auch der Kegel RR dem Kegel FM ähnlich 
ift, fo iſt ˖auch 

KI:ML=BD:FH= IB : LF (XI, 24. Ertl.) 
Daher KJ : JB= ML: LF. Da ferner 

x BIK = ıXFLM=R, fo ift aud 

A BKJ co A FML (VI, 6. ©.) 

3. Da-K)J : IJB= ML: LF und 
JB = JS, ut LF= LO, fo ib 
KJ : JS = ML : LO. Es ift aber auch 
xSIK= 3x OLM=R, daher audı 
‚ ASKJIw A OML. (VI, 6.8.) 
4& Da nun A BKJ co A FML und 
A BIS & A FLO, fo iſt 
KB:ıBJ=MF:FL (vr, 41. Ertl.) und 
» BJ :SB= FL: OF. 
Folglich au KB: SB = MF: FO, 
Weil nun A SKJ co-A OML und 
A BJS & A FLO, fo ift 
KS : SI = MO : OL und 
-SJ:SB= OL :ı OF. Daher auch 
KS:SB=MO:ORF. 
Werden nun die beiden Propertionen mit einander ver⸗ 
gen, fo erhält man 
KS : KB = MO : MF, daher ift 
ABKS ww A FMO (WI, 5, ©.) _ 
‚ Da alfe, nach dem fo eben Bewiefenen, Die Pyramide 
BISK der Pyramide FLOM ähnlich ift, fo it aud 
Pyr. BISK : Pyr. FLOM — (BJ : Fb) = (BD : FH)s 
(XII, 8.9) Wenn man nun von allen Puncten’ded Um⸗ 
kreifes, wie von S und O, gerade Linien nach den Mittels 
puncten J und L zieht, und auf die hiedurch entfiehenden . 
Dreiede Pyramiden fellt, deren Spigen in K und in M find, 
fo muß aus gleichen Gründen das Verhaͤltniß (BD : FH)3 
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pon jedem zufammengehörigen Paare biefer Pyramiden gelten. 


Run verhält fi aber eine Pyramide BISK bei dem erften 


‚Kreife zu einer Pyramide FLOM bei Aem zweiten Kreife, wie 
alle: Pyramiden beim erfien Kreife zu allen Pyramiden beim 
‚zweiten, d. b. wie die ‚ganze. Pyramide CK zur ganzen Pyra-⸗ 
mide GM. 
Daher iſt | “ 
(BD : FH) Pyr. CK : Por. GM. Es war aber 
(BD : FH)3 = Reg. BK : N nad der Annahme, 
Folglich ift auch 
Keg. BE: N = Por. CK : Pyr. GM. Es if aber 
offenbar Reg. BE > Por. CK, daher auch 
N Pyr. GM, welches dem vorher Bewiefenen, 
Daß Pyr. GM > N ift, widerfpricht. 
Es ift daher unmöglich, daß die Proportion 
(BD : FH)3 —= Jeg. BR : N Statt finde, wenn 
N < Reg. FM ifl. Aus eben diefen Gründen iſt e6 
auch unmöglich, daß. 
(FH : BD) = Reg. FM: Z ſei, wenn z < Reg. BK if. 
1. Run fei 
(BD : FH)3 — Reg. BR: N, fe daß 
N Keg. FM fei. Hier ik auch 
(FH : BD)? = N: Keg. BK. Nun made man 
N : Steg. BR = Steg. FM : Z, fo daß, 
weil N > Reg. FM, auch eg. BK>Zifl. Hier wäre 
(FH : BD)3 —= Reg. FM : Z, welches aber, weil 
Z <.$eg. BR ift, nach dem erſten Falle nicht feyn Fan. 


.. Der 13. Saß. 


Lehrſatz. 

Wenn ein Eylinder durch eine Ebene mit ſeinen 
einander gegenüberliegenden Grundfläden parallel 
Durdfchnitten wird, fo verhalten fich die beiden 
hiedurch entſte henden kleineren Cylinder wie ihre 
Aren. 


BE N 
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Es ſei (Fig. 217.) AD der gegebene Eylinder, welcher 
durch HG, parallel mit BA und DC, durchſchnitten wird, io 
verhält fich 

AB: GD EJ: Ir 

Beweis. 

Man verlängere die Are EF über F und E, nehme 

EM =MK= JE ud - 

FN —=NL=JIF, und lege durch M und K fowohl, 
ald-burdy N und L Ebenen, welche den Gruntfläden AB und 
CD parallel und gleich find, und vollende die Eylinder. 

Da die Aren beiderfeits gleich find, fo verhalten ſich die 
neu entftandenen Gylinder, da fie einerlei Höhe haben, wie 
ihre Orundflächen (XII, 11. S.) Da aber auch diefe Grunde⸗ 
flächen einander glei find, fo find auch die Gylinder HA, 
AR und RO, fowie auch die Eylinber HC, CT und. TV unter 
fi gleich. Daher it 

KJ von EJ das ebenſo Vielfache als OH von AH iſt, 
und JL_ ift von JF auch das ebenfo Bielfache „als GX von 
GD if. Folglich find KJ und OH von EI und AH, fo wie 
auch JL und GX von JF und GD gleich Bielfache. Daher ift, 
wenn KJ > JL, auch OH > 6X. | 

Penn KJ IL, auch OH = GX und wenn 

KJ < JL, au OH < GX. Folglich iſt 
EJ:JF=AH:GD. 


Der 14. Sap. 
Lcehrfar. 


Wenn Kegel nnd Cylinder gleiche Grundflaͤchen 
haben, ſo verhalten ſie ſich wie ihre Hoͤhen. 

Es haben (Fig. 218.) die Kegel ABG und CDJ, wie auch 
die Gylinder EB und FD gleiche Grundflächken AB und CD, 
fo verhalten fie fi) wie ihre Hohen GH und IK. 

| Bemweig 

Da jeder Kegel der dritte Theil bes ihm zugehörigen 

Eylinderd if, CAIL, 10. ©.) fo verhalten fih audy die Kegel 
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wie die ihnen zugehoͤrigen Cylinder. Wird nun bie IK nadh 
M verlängert, KM = GH gemadt, und der Eylinder DL 
vollendet, fo ift derfelbe dem Eylinder EB gleich, weil beide 
Grundfläche und Höhe gemein haben. XII, 11. 5) Nun if 
aber (XL, 13. ©.) 

' KM : JK = DL: FD, folglidy auch 

GH: JK=EB:FD. 


Der 15. Satz. 
ecehrfaß. 

Wenn Kegel oder Eylinder einander gleich 
find, fo ftehen ihre Grundflähen im umgefehrten 
Verhältniffe ihrer Höhen, und wenn bei diefen 
Körpern die Grundflaͤchen ſich umgefehrt, wie ihre 
Höhen verhalten, fo find fie einander gleich. 

Es feien (Fig. 219.) die Kegel ACK und EGM ober bie 
Eylinder AN und EO eimander gleich, fo ift 

AC: EG = LM :ı JK und wenn 

AC : EG = LM : IK ift, fo muß auch 

Reg. ACK = Steg. EGM und Eyl. AN = Eyl. EO feyn. 
Beweis. 

Es ift far, daß man diefen Beweis nur von den Eylindern 
zu führen: braucht. 

I. Wenn die Eylinder AN und EO einander gleich find, 
fo find ihre Höhen JK und LM entweber einander gleich oder 
ungleih. . 

Wenn JK = LM ift, fo muß auch - 
AN: EO = AC: EG feyn. (XI, 11. ©) Es ift aber 
“ AN=EO, folglich auch AC—= EG und daher 

AC; EG = LM: IK. 

Wenn aber LM > JK if, fo nehme man LP — IK und 
lege durch P eine Ebene TR mit den Grundflächen EG und QO 
parallel, Da nun AN=EO, fo ift audı 

AN: ER=EO : OR. Es ift aber 
JK = LP und TR mit den beiden Grundflächen 
gleichlaufend. Daher hat man 


AN: ER= AC: EG (XII, 11. ©,) und 
EO:ER=LM:LP (XII, 13. ©.) Daher iſt 
AC:EG=LM:LP=> LM: IK. 

II. Wenn aber AC:EG.= LM: IK if, fo hat man 

nach der vorigen Conſtruction 
AC:EG=LM:LP. € if aber 
AC: EG = AN: ER (XII, 11. ©.) und 
LM: LP= EO:ER (XII, 13. ©.) Daher auch 
AN:ER=EO : ER und folglich | 
r AN=EO. . 


es 


Oxr 16. Sah 
Yufgabe. 


Wenn zwei concentrifhe Kreife gegeben find, 
fo foll in den größern ein Bielet von gerader - 
Seitengahl fo befhrieben werden, baf es den 
tleinern Kreis nicht berührt. 

Es feien (Fig.:220.) die zwei concentrifchen Kreife ABCD 
und EFGH und es fol in den größeren das verlangte Vieleck 
fo befdjrieben werden, daß es ben fleinern Kreis EFGH nidt 
berührt. 


/ 


r 


Aufldfung und Beweis. 


- Man ziehe den Duchmeffer BD und errichte aus G bie AC 
fenfrecdht auf denfelben, welche für den Fleinern Kreis EFGH 
eine Zangente ift. III, 16. 5.) Man theile die Peripherie 
BAD durch fortgefegte Halbirungen, fo erhält-man einmal 
einen Bogen JD, welcher Eleiner. ift al& der Bogen AD. Man 
‚ziehe aus J die JKL auf BD lothredht, und die geraden Linien 
JD und DL, fo it JD = DL und JL mit AC parallel, - 
Daher berührt die Linie AC, aber nicht die JL und noch weniger- 
die Linie JD’oder DL den kleineren Kreis. Traͤgt man nun 
in den größeren Kreis gerade Linien, welche der ID gleich find, 
fo entfieht ein Vieleck von gleicher Seitenzahl in diefem Kreife 
ABCD, welches den Eleinern Kreis EFGH nicht berährt. 


— 
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208. 
D e r 17. S a tz. 
Aufgabe, 


Wenn zwei concentriſche Kugeln gegeben ſind, 
fo ſoll in die größere ein vieleckiger Körper (Pos 
Igeder) fo befchrieben werden, daß er die. Ober⸗ 
flaͤche der kleinern Kugel nicht beruͤhrt. 

Erſter Theil, 

Diefer erite Theil zeigt, wie man dad verlangte Polyeder 
eonftruiren fol, Wenn beide Kugeln durch ihren gemeinfchafts 
lichen Mittelpunct A’ (Fig. 221.) von einer Ebene durchſchnitten 
worden, fo entſteht hiedurch auf der Oberfläche der beiden 
Kugeln ein Kreis (XL, 14. Erkl.) und zwar ein größter Kreis 
(III, 15. S.); in der größern Kugel fei es der Kreie BCDE, 
und in der fleinern der Kreis FGH Man ziehe in diefen 
Zwei Kreifen Die Durchmeffer DB und CE Iothrecht auf eins 
finder, befchreibe in den größeren Kreis BCDE ein Vieleck von 
einer geraden Zahl gleicher Seiten, welches den kleinern -cons 
eentrifcren ‘Kreis FCH nicht berührt. (XII, 16. ©.) In dem 
Quadranten BE feien die Linien BJ, JK, KL und LE die Seiten 
Diefes Vielecks. Man ziehe die gerade JA, verlängere fie bis M, 
errichte in A die AN auf der Ebene des Kreifes BCDE toth- 
recht, welche die Oberflaͤche der größeren Kugel in N trifft, 
lege durch AN umd jeden der beiden Turchmeffer DB und JM 
Ebenen, welche ebenfalls, nach dem bereits Erwiefenen, auf der 
Oberflaͤche der Kugel größte Kreife bilden werden, Die Hälften 


dieſer größten Kreiſe ſeien BND und INM, welche, fo wie AN, 


anf der Ebene BCDE fenfrecht ftehen (XI, 18. ©.) 

Da nun BD = JM = CE, fo find die halben Kreiſe 
BNDINM und BED und daher auch die Quadranten BN, IN 
und BE einander gleich. So viele Seiten daher das Viei.⸗ 
in BE hat, ebenfo viele von gleicher Größe koͤnnen auch in 
BN und IN ſeyn. Man befchreibe diefelben, nämlich BO, OP, 
PO und QN in. BN, ferner JR, RS, ST und TN in IN w 
ziehe die Berbindungslinien RO, SP und TQ, welche mit JB 


parallet ſeyn werden. Denn wenn man von O und R auf die 
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Ebene BCDE die Lothe OV und RX zieht, welche die Durchs 
ſchnittslinien BD und JM treffen (XI, 38, ©.) und man zieht 
noch die Linie VX, fo ifl, weil aud) BND= INM und BO==JR, 
nun auch OV=RX (I, 26.6.) und BV IX. DanunauhAB. 
= A), fo ift VX mit JB parallel (VI, 2. S.) Beil aber OV 
und RX einander gleich und parallel find, (XI, 6. ©.) fo iſt 
auch VX mit RO parallel (I, 33. ©.) und daher auch RO mit 
IB gleichlaufend (XI, 9. S.) Ebenfo wird nun auch bewieſen— 
daß SP mit RO und TQ mit SP parallel fei. 

Da .nun RO mit JB gleichlaufend if, fo liegt die viers 
ſeitige Figur JBOR in einer Ebene (XI; 7. S.) und aus 
gleichem Grunde liegt .auch jede der übrigen ROPS, ferner 
SPOT und das Dreied TQN, einzeln genommen, in einerlet 
Ebene. (XI, 2, ©.) 

Dentt man ſich von den Puncten O und R, P und S, 
Q und T nadı dem Mittelpuncte der Kugel A gerade Linien, 
fo ensfteht zwifchen den beiden Quadraten BN und IN ein 
polyedrifcher Körper, welcher aus Pyramiden zufanmengefegt 
ift,, deren Grundflächen die Figuren JBOR, ROPS, SPOT, 
TQN find, und deren Scheitel: im Puncte A if. Wird nun 
im Quabranten BE auf jeder.der Seiten JR, KL und LE eine 
ähnliche Könftruction ausgefuͤhrt, wie auf BE und in der 
andern Halbkugel wiederum eine ähnliche, wie in diefer Halbs 
fugel, fo entſteht in der größern Kugel ein-Polyeder, welches 
aus lauter Pyramiden von der oben bemerkten Art zufammens 
gefegt iſt. 

Zweiter Theil, 

Diefer zweite Theil muß beweifen, daß das zuvor befchries 
bene Polyeder die Oberfläche der kleinern Kugel nicht berührt, 
Man ziehe von A das Loth AZ auf die Ebene JBOR und in 
diefer Ebene die geraden Kinien ZI, ZB, ZO und ZR, auf 
weichen AZ ebenfalld fenfrecht flieht. (XI, 3. Erf.) Da nun 
AB = AJ, und in den rechtwinfeligen Dreieden AZB und 
AZJ das Qyadr. AB Quadr. AZ + Quadr. ZB (I, 47. ©.) 
und Quadr. AJ = Quadr. AZ + Quadr. ZJ, fo muß auch 
ZB = 2) ſeyn. Auf gleiche Art wird bewieſen, daß auch 


J 
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ZO — ZB, und ZR — ZJ fei. Daher muß ein aus Z mit ZB 
beichriebener Kreis durch die vier Puncte J, B, O und R gehen, 
woburd; JBOR eine vierfeitige Figur in diefem- Kreife ift. 
Run ift aber 
BJ = JR = BO, aber 
. BJ > VX, daher auch 
BJ > RO. ’Daher it der Winkel BZJ ein fiumpfer 
und bad Quadr. von JB größer ald 2 Quadrat von BC, 
dI, 12. ©) 
Nun fälle man von J auf DB das Loth Ja und ziehe DJ. 
Da nun BD < 2 Da und BD : DA Recht. aus DB und 


-BA : Recht. aus Da und aB (II, 1.6) = Quade. BJ : . 


Quadr. Ja (VI, 8. ©.) fo ift auch 
Quadr. BJ < 2 Quadr. Ja. Es war aber 
Quadr. BJ > 2 Quadr. BZ, folglich ift 
2 Quadr. BZ < 2 Quadr. Ja, oder audy 
Quadr. BZ < Quadr. Ja. 
Da nın AB = AJ und auch 
Quadr. AB = QDuadr. AZ + Quadr. BZ (I, 47. S) 
ferner Quadr. AJ = Quadr. Aa + Quadr. Ja, fo ift auch 
Quadr. AZ + Quadr, BZ = Quadr. Aa + O. Ja. 
Es war aber D.BZ < Quadr. Ja, daher ift auch 
QDuadr. AZ Quadr. Aa und folglich 
| AZ > Aa. Alfo noch vielmehr 
AZ > AG 
@in anderer Beweis. | 
Daß AZ > AG kann auch fo bewiefen werden. Man 
errichte auf AG in G.dad Loth GK und Jiehe AK. Nun 
theile man den Bogen BE durch fortgefegte Halbirungen big 
einmal ein Stüd, etwa BJ, übrig bleibt, welches Heiner ift, als 
ein Bogen, deffen Sehne GK wäre (X, 1. S.) Folglich wäre 
auch die Sehne BJ < GK. 
Es ift aber, nach dem suvor Bewieſenen, derWinkel BZJ 
ein ftumpfer, folglich BZ Eleiner, als BJ. Daher ift BZ auch 
Heiner ald GK, oder Quadr. BZ < Quadr. GK. . 








Da aber AB AK nu nn 


Behr 


—8*— AK = —* AG + —*5* CK; forik 
DOuedtr. ÄZ + Quadr. .BZ. = ‚Quabr. AG +. Huadr. cK. 


Zn mar„aber. Quadr. „BZ < Quadrx.GK,, foiglich it 


Duo, AZ>O: AG, und daher AZ SAG 
... F 


- - * —v— 
a a0 
- end avı - 
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- ‚Denn in eine, andere Kugel B ein Polgeber Sefärichen 


wird, weldyeß dem in. die Kugel A befchriebenen. Polyeder 

aͤhnlich iſt, fo. ſtehen diefe beiden vieleckigen Koͤrper im dreifach 

hoͤhern Verhaͤltniſſe der Durchmeffer ihrer Kugeln. . 
Theilt man dieſe vieleckigen Koͤrper in gleichviele iyrami⸗ 


den von einerlti Art, fo find dieſe Pyramiden einander aͤhnlich, 


und ſtehen daher i im dreifach hoͤhern Verhaͤltniſſe ihrer homologen 
Seiten (XII, 8. ©.) d. h. ‚eine Pyramide in der Kugel A, 
deren Grundflaͤche dad Viereck JBOR und deren Scheitel in A 
ift, ſteht zu der ihr homologen Pyramide in der Kugel B im 
dreifach höhern Verhältniffe ber Halbme er, oder der Durch⸗ 
meffex, beider Kugeln. Run iſt aber eine: Pyramide der Kugel 
A zu der ihr homolagen Pyramide ber Kagel B wie alle Pyra⸗ 
miden der Kugel A zu allen-homologen Ppramiden der-Kugel 
B, d. h wie das ganze Polyeder. in.der Kugel A zu dem ganzer 
Polyeder vin der Kugel B. Daher ſind dieſe vieleckigen Koͤrper 
ſelbſt im dreifach hoͤhern Verhaltniſſe der Dur cueſer ihrer 
Kugeln. N, 


Der 18 sr on 
Eehtfap 


Kugeln ſtehen im dreifach Höhen Berhäleniffe 
ihr archmeffer. 


feien (Fig. 222. ) ABC und DEF zwei Kugeln, fo 


. find fie im dreifach: hoͤhern Verhalmiſſe threr Durcmeffer BC 


und EF. 2 . 
- 14 


Ne | 
’ 
3 


Be 
1 


210 


Beweis BE ’ 
‚Hätte bie Proportion. * 
* EF)3 Kug. ABC: Kug. DEF nicht Statt, F ſei 
' (BC: Er Kug. ABC: X, und es müßte 
der Korper Xt entweder groͤßer, oder Meine’; wis’bie Kngel 
DEF {eyh. IELG SAN -- “. 
IL. Es fei (BC: EF)J = =, = 80g ABC: x, ſo, daß X < 
Kug. DEF fei. | 
Mar nehme eine. PR GBI 3X. cöncentrifch imt der 
Kugel DEF, beſchreibe in die Kugel DEF er Molpeder, 
welches Die Oberfläche der Kugel GHJ nicht Berährt, und in die 
Kugel ABC ein dem vorigen ähnliches Polyeder‘; fo iſt 
(BC: EF)S = Polyed. ABC: Polyed. DEF (XII, 17. Zuf. 
e⸗ wär aber (BC: EF)s = Rug. ABC: Rtug. GH); folglich ift 
Polyed.ABC: Polyed. DEF Kug. ABC: Küug. GII. 
Offenbar iſt aber Polyed. ABT '< Kug. ABC 
daher auch Polved. DEF < ug. GHJ, welches 
offenbar irrig iſt. 
Es iſt daher: unmöglich, daß 
. (BC’EF) = Kug. ABC:X , wenn X < Kug. DEF. 
Aus eben :biefen Gründen ift es auch unmöglich,’ daß 
(EF : BC)S: Kug. DEF?Z; wenn Z < ug. ABC iſt. 
„. uU €& fe: nun BC: : Er = Kg. ABC: X, und 
K Kug. DEF. | 
Nun - RER Kug. KLM, ſo iſt auch 
(EF: BC)3 = Kug. KLM : Kug. ABC. Run fei 
ug. KLM : ug. ABC Kug. DEF: Z, fo, daß, 
weil Kug. KLM Kug. DEF auch | 
Kug. ABC >2 if. Folglich iſt 
(EF: BC)S = ug. DEF: Z, welches 
aber, weil 2 < Ku: ABC Ci, nad dem erſten 
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—Anmerkungen 
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1. Zur 1. Erklaͤrung. Obwohl man ſich ben geome⸗ 
triſchen Punct ohne alle Theile denken muß, fo iſt dieſe 
Erklaͤrung doch nicht vollkommen befriedigend, da nicht alles, 
was keine Theile hat, auch ein geometriſcher Punct iſt. 
Folgende Darſtellung duͤrfte den Begriff des Puncts und die 
uͤbrigen Etementar s Begriffe der Geometrie am Vaßlichſten | 


“ entwideln: 


a) Der Geometrie Tiegt ber Begriff vom Raume zum 
Grunde, welcher darum nicht eigentlich erklaͤrt werden kann, 
weil er hoͤchſt einfach iſt. Auch bedarf die Vorſtellung vom 
Naume feiner Erklaͤrung, weil fie Jedem, durch allmaͤhlige 
Entwickelnng feiner geiſtigen Anlagen, mit größter Klarheit 
gegeben wird. Wir erfentien in dem allgemeinen oder 
anendlichen Raume eine Ausdehnung, welche fi 
nach allen. Richtungen hin ins Unendliche erfiredt; fo, daß 
dieſelbe in fich weder ein Größtes noch ein Kleinftes dars 
bietet, Auch fchreiben "wir biefem ullgemeinen Raume eine 
dreifache Hanptrichtung zu, welche durch die befannten Worte: - 
Länge, Breite und Tiefe bezeichnet wird 

b) Denft man ſich nun irgend einen Theil dieſes endloſen 
Raumes in beftimmte Grenzen ringe umher eingefchloffen, fo 


fällt die Vorſtellung feiner Unendlichkeit hinweg und es entfteht. - 


ein allerwaͤrts befchränfter Koͤrperraum, welcher ein geom e⸗ 
triſcher oder mathematiſcher Koͤrper genennt wird, und 
wobei es ganz einerlei iſt, was für eine Geſtalt derfelbe hat. 
c) Da wir uns feinen phyfifhen Körper, d. h. einen 
folchen, welcher auf unſere aͤuſſere Sinne einwirkt, vorſtellen 


( 
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Finnen; ohne ihn irgendwo im Raume anzunehmen, fo koͤnnen 
wir auch dadurch zur Erfenntniß des geometrifchen Körpers ges 
langen, baß wir bei einem phyſiſchen Körper von allen Eigen⸗ 
fhaften, die ig hie. Sjnne fallen, „z.B. Wiherſtand, Härte 
u. dgl. abftrahiren und nur den begrenzten Raum betrachten, 
worin fich derfelbe befindet. Dein jener Raum, in welchen der 
phyſiſche Körner, z. B. Gie Kugeb von Efenbein) enthalten 


iſt, gibt uns das Bild des geometriſchen Koͤrpers und hier 


z. B. der geometriſchen Kugel. 
qh Da num jeder geomietriſcher Körper «ringe niuher 
begrenzt iſt / ſo entſteht die Frage, von welcher. Beſchaffenheit 


dieſe Grenzen ſeien. Waͤren fie ſelbſt wieder, geometriſche 


Körper d. h. hätten auch dieſe Grenzen eine dreifache Haupt⸗ 
richtung, fo. würde man wieder nach den Grenzen dieſer förpers 
lichen Grenzen fragen können, welche wiederum Körper feyn 
müßten. : Auf folche Weiſe wuͤrde nun der geometriſche Koͤrper 
‚begrenzt und zugleich auch nicht ‚begrenzt. ſeyn, was wider⸗ 
ferechend if, Man nennt diefe Grenzen der genmetrifchen Körper. 

? geometrifche Flächen, und erfennt hieraus, daß eine foldye 
Fläche nur zwei Hauptrichtungen, nad} der. ‚Länge und Breite 
nämlich, ., ‚aber durchaus feine ‚dritte nach der Tiefe oder Dide 
haben Einne, Eine. geometrifche Fläche ift daher jener 
- Raum, woran man nur eine Länge und Breite ,- aber durchaus 
‚ Seine Dide erkennt. 

4) Da nun auch die Flächen wieder begrenzt. find ‚to 
fann man fih, auf Ähnliche Art nyje zuvor überzeugen, daß 
diefe Grenzen nicht wieberum Flächen feyn koͤnnen, „weil fonft 
die Fläche begrenzt und zugleich auch nicht begrenzt wäre Es 
müffen ‘daher bie Grenzen . der Flächen eine Ausdehnung 
weniger haben, als die Flächen felbft und ſich daher nur nach 
der Länge hin erfireden, ohne irgend eine Breite zu haben. 
Eine geometrifche Linie ift daher jener Raum, woran man 
nur eine Länge, aber. weder Breite noch Dide erfennt. 

f) Allein auch diefe Linien haben wieder ihre Grenzen 
und es ift klar, daß diefe nicht felbft wieder Linien feyn koͤnnen, 


da fonft die Linie begrenzt und zugleich auch nicht begrenzt 
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wöre.: Damm die Linie nur eine Ausdehnung nach der kaͤuge 
hat. fo.muß ihrer Grenze durchaus Feine Ausdehnung mehr 
zufommen. Dieſe Grenze der Linie if der geometrifche 
Paunet, welcher fomit weder. Länge, noch Breite, noch Dide 
hatrund folglich ohne alle Ausdehnung if... ©; 
: 8) Diefe Elementarbegriffe der Gromeri Taffen. ſich nun⸗ 
mer fp- zufammenftellen. : .. . + hl 
„Eine nach drei: Hauptrichtungen auögebehnte "einge umher 


> „begrenzte Raumgröße heißt ein. geometrifcher Körper; 


eine nach zwei Hauptrichtumgen ausgedehnte, ebenfalls begrenzte 
Raumgroͤße ift eine geometrifhe Flaͤ che; eine nad) einer 
Richtung ſich .erfiredende Raumgroͤße ift die geometriſche 


Linie, und die Grenze der einfachſten Ausdehnung im Raume, 


Die ſelbſt nicht mehr raͤumlich ſeyn kann, iſt der rn geometriſche 
Punch . . 

bh) Hieraus folgt, Daß: die Linie nicht and Yuncten, bie 
Flaͤche nicht aus Linien und, der Körper ‚nicht aus Flaͤchen 
beſtehen koͤnne, d. h. daß neben einander gelegte Puncte feine 
Linien, nebeneiuandergelegte. Linien feine Flaͤche und auf 
einander ‚gelegte Flächen feinen Körger bilden. Allein es ift 
tlar, daß man in der Linie, in der Fläche und in dem Körper 
überall Puncte, als die Grenzen der einfachen Ausdehnung , 
annehmen. fann, 

i) Obwohl nun der geometrifdye Punct fein zäumlicher 
Gegenſtand iſt, ſo pflegt man ſich zur Verſinnlichung deſſelben 
ein kleines, hoͤchſt feines Koͤrperchen, einen koͤrperlichen Punct, 

vorzuſtellen, welcher irgendwo im Raume eine beſtimmte Stelle 
bezeichnet. Laͤßt man nun dieſes Koͤrperchen nach. irgend einer 
Richtung im Raume foriſchreiten und betrachtet an biefer 
Bewegung nichts als die Richtung nach der Länge, fo dagt 
mon. nun, ‚eine Linie entfiehe aus der Bewegung 
eined.:Puncts. Auch denkt man ſich dieſes biömweilen fo, 
baß,- weil; in ‚jeder. Kimie nach: Belieben, mo man nur will, 
Puncte genpmnen werden koͤnnen und einer biefer Puncte 
vollksmmen wie der andere iſt, es einer dieſer Puncte ſei, 
durch deſſen Bewegung bie Linie ſelbſt entſtanden iſt. Da 


Mn . 


? 


Indeffen der Punct "nicht im. Raume vorhanden :& br te - 


räumlicher Gegenftand ift; fo gericht e⸗ dieſer Borfielhingdart 
an gehöriger Strenge. - 
Penn ſich eine geometrifche einie nach irgend einer Seitens 


| ‚richtung fortbewegt, fa erzeugt ſich hierdurch eine Fläthe, ‚weiß. 


zur Richtung in bie Länge noch eine zweite, in die Breite hins 


zukoͤmmt. Auf ähnliche Art entſteht durch Beivegung- einer 
geometriſchen Flaͤche nach der. dritten‘ Hauptrichtuug hin d. h. 


i nach der Tiefe, ein geometriſcher Körper. 


MN Nach: biefes Entwiclung:wird die erfte Brttävung des 


. Euclides und mit ihr auch die zweite deutlich ſeyn.Ob⸗ 


wohl e8 dem ſyſtematiſchen Gange: ber deometrifchen Wiſſen⸗ 


ſchaft zu entſprechen ſcheint, mit dem Einfachern zu beginnen _ 


und das Zufammengefegtere Darauf zu bauen, fo Tann doch hier 


die Vorftellung des Punctes nicht an die Spitze geſtellt werden, 


um die übrigen Erklaͤrungen darauf zu gruͤnben. 


II. Zur 3. Erflärung. ‚, Da jede Linie, welche begrenzt - 
ift, fowoh! einen’ Anfang, als auch ein Ende hat, fo wird der. 


eine Punct. ihr Anfangspunct und. ber andere ihr Ends 


: gunct genennt, und es ift Far, daß einer derfelben mit dem 


andern vertaufcht werden fann, da bei Raumgrößen überall 
ſowohl Anfang als Ende in ihnen fatt findet. +: 


/ 


II. Zur 4. Erfärung. Diefe Erklärung iſt ebenfalls keine 


vollfommen befriedigende, da die eigentliche Natur ded Geraden.” 
in der Linie aus ihr nicht gehörig erfannt wird. : Indeffen hat 
wicht bloß die Euclidifche Erfläruug diefes Gebrechen, fondern 


jede andere, welche man an ihre Stelle fegen wollte. Wenn 

daher @inige fageh, eine gerade Linie iſt jene, welche fich 
immer nur. mach einer Gegend hin erſtreckt; oder biejenige 
welche zwiſchen zwei Endpuncten bie fürzefte ift; oder jene, 
deren Theile der ganzen ähnlich find; -oder diejenige, welche, 
wenn fie fich"um:ihre feftbleibenden Endpuncte-wie -um eine 


‚Are drehet, immer in demfelbigen Raume bleibt; : oder .eine 


folche, welche die Eigenfchaft hat, daß ihre ganze Laͤnge (wenn 


man fie fenkrecht gegen dad Ange haͤlh) durch den Anfangs⸗ 


und Endpunct bedeckt werden kann, u. ſ. m.-fo erhennt man 


N 


\ 
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ſchweigend vorausſetzen, mas” eigentlich erklaͤrt werden ſoll 
und ſomit feine logifch vollfommene Erklärungen find. Was 
bei einer Linie ( ſo wie auch bei Flächen und Körpern) Gerade 
oder Krumm fei,. lehrt ung ‚die unmittelbare Anſchauung mit 
ſoicher Klarheit, daß jede: ‚Ertlärung davon überftüffig if: 


Demungeaditet dienen die obrubemerkten fogenannten Erklaͤ⸗ 


tungen der getaben Linie [ehr gut ald Erlaͤuterungen derfelben. 
x ME. Zur 5. u. 6. Erflär. Die Entwickelung des Begriffs 
der Fluͤche iſt aus dem Dbigen (J, c.) bereits kiar, ſo mM 
auch der Inhalt der 6. Erklaͤrung, welche/ ſo wie die 3. Erklaͤ⸗ 


rung, weniger eine eigentliche Erklaͤrung, als eine Behauptung: 


IR, deren Wahrheit aus dem: Fruͤheren hervorgẽht. ef 


IV. Zur 7. Erklaͤr. Dieſe Erklaͤrung der ‚Ebene iſt 
ebenfalls feine vollkommen befriedigende. Mit mehr Faßlichkeit 
ſagt man, eine Ebene ſei jene Flaͤche, in welcher eine gerade 
kLinie nach jeder Richtung ganz und gar hineinfallen kann; 


oder eine ſolche, in welcher von jedem Puncte nach jedem 


Puncte in ihr eine gerade Linie moͤglich iſt. 


»Eine krumme Flaͤche iſt daher jene, im welcher nicht 


von jedem Puncte zu jedem Puncte hin gerade Linien durchaus 
in ſie hineinfallen. 

Eine einfach gekruͤmmte Flaͤche heißt jene, in welcher 
gerade Linien nach mehreren Richtungen, aber nicht nach allen, 


muoͤglich find; z. B. die krumme Oderflaͤche einer Walze (eines 


Eylinders) oder eines Kegels u. ſ. f. Eine Flaͤche iſt aber 


allſeitig gekruͤmmt, wenn. es unmöglich it, daß eine‘ 


gerade Linie auch nur nach einer Richtung ganz in fie hineins 
faͤllt; z. 8: die Oberſlache einer Kugel oder eines tugel⸗ 
aͤhnlichen Koͤrpers. 


fethr teicht, daB ae dieſe Erklaͤrungen datjenige ſchon ſtil⸗ 


— 


V. Züur!s. Getfär. a) Diefe Grtlärung des Winkels, | 


als Neigung 'ziweier geraden Lime gegen einander, hat ben 
Sprachgebrauch gegen fich, nach welchem man ‘eine biefer 


Linien nur dann als geneigt gegen die andere anfpricht, 


went -fie mit: ihr einen ſpitzen Winfel bildet; nicht aber bei 


bdem rechten ind: ſtumpfen Winkel. Um diefe Schwierigkeit zu 


) 
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vermeiden, fcheint ed beſſer, den ebenen gerablinigen Winfel 
nad feiner Entſtehung, badurc zu erflären, daß man 
fagt: der ebene Winkel ift jener, welcher entſteht, wenn zwei 
gerade Linien. mit ihren Endpuncten fo zufammengefellt: werben; 
Daß fie nicht eine einzige gerade Linie bilden, Diefe Linien 
- Beiffen die, Schenfel. und ihr. Vereinigunge pnct iſt der 
Scheitel des Winkels. 

... 5) Da.die Anſchauung hierbei mit größter" Klarheit die 
Deffnung bes. Winkels von feiner Auffern Ecke unterſcheidet, 
fo ergibt fid) ‚zugleich der Linterfchied zwifchen dem hohleg 
"und erhabenen »Winkel. Auch wird das Groͤßer⸗ und 
Kleinerfeyn des Winkels and ‚feiner größern ober 
fleinern Deffnung am Kaßlichfien erfannt und map übers 
zeugt fih fogleich, daß die Größe eines Winkels: wicht von der 
Lange feiner Schenkel abhängig ift, 

‚. VI. 3ur9. Erflär Was nun der krummlinige und 
gemiſchtlinige Winkel if’, und wievielerlei Arten des 
letzteren (nach Verſchiedenheit der hohlen oder. erhabenen 
Kruͤmmung des einen Schenkels gegen den andern) es gebe, 
geht leicht hieraus hervor and. fann durch achmngen 
. erläutert werden. 

VII. Zur 10. Erflär a) Bei dieſer Erklärung der 
fenfrechten Linie und des rechten Winkels ift es zweds 
- mäßig, den: Unterfchieb zwiſchen Sacherklaͤrungen und 
MWorterflärungen zu entwickeln, welcher für den wiſſen⸗ 
ſchaftlichen Vertrag der Geometrie von ſo großer Wichtigkeit iſt. 

b) Sacherklaͤrungen ſind jene, welche die Entſtehung 
des zu erklaͤrenden Gegenſtandes mit ſolcher Klarheit und Ueber⸗ 
zeugung nachweiſen, daß der Verſtand vollkommen befriediget 
wird, und daß es ſomit feines befonderen Beweifes über dieſe 
Entftchung bedarf. Bon diefer Art find die bisherigen Erfläs 


zungen der ‚geometrifchen Grundbegriffe gewefen. - Auch. ift Die 


Erklaͤrung des geradlinigen Winfeld eine ſolche, ‚da, ſeine Ents 
jichuug von felbft einleuchtet. 


c) Worterflärungen heiffen aber jene, bei wrelchen | 
dic Entſtehung des zu erflärenden Gegenſtandes nicht von ſich 
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ſelbſt ſchon einleuchtend iſt, ſondern erſt aus uͤberzeugenden 


Gruͤnden- nachgewieſen werden muß. . Diefe Erklärungen 
beftimnen wohl mit großer Klarheit den Begriff, welchen man 


mit einem gewiffen.. Worte.verbindet; ob..aber die Sache ſeſbſt 


wirklich möglich ift und die Art, wie fie. entftehen kann, laſſen 
fie unentfchieden. Bon diefer Art ift Die hier, durh Euctideg 
‘ gegebene Erklärung der ſenkrechten Linie und ded veht.en 


Winkels. Es entficht nämlich die Frage: Wie kann eine 
gerade Linie auf eine andere gerade fo aufgeftellt werden, daß 
der. Winfel auf der einen Seite fo groß iſt, ald der Winkel 


“ auf der andern?" So lange diefes nicht durch eine überzeugende 
Gonftruction nachgewiefen ift, bleibt es unentfchieden, ob die 
fenfrechte Linie oder der rechte Winkel wirklich gebildet werben 
Tann oder nicht. . Wie diefe Worterflärung zur befriedigenden 
Sachertlaͤrung werde, hat Euclides im 11. Sage des I. 
Buches gezeigt. 


4 Hieraus folgt, daß es zwar kein weſentlicher Zehler | 
gegen die wiffenfchaftliche Methode if, dergleichen Worterklaͤe 


sungen, zu Anfange eined Buches, in der Reihe der Sady 
erflärungen aufzuftellen ; daß es aber durchaus nothwendig fei, 
alle Worterflärungen , ehe fie in den Huͤlfsſaͤtzen zur Begruͤn⸗ 
Dung anderer vorfommen, durch firenge Beweife in Sacherfläs 
Tungen zu verwandeln. Ueberhaupt muß jede, nicht Durch fich 
felbft einleuchtende Behauptung, welche den Theil einer Erfläs 
rung bildet, vollfommen befriedigend erwiefen werden, wenn 
. man fidy nichtd an Strenge der Darftellung vergeben will, wo⸗ 
Durch die Geometrie einen ihrer ſchoͤnſten Vorzüge verlöre. 
VIII. Zur 11. u. 22. Erflär- Sobald die Entſtehung 


des rechten Winkels nachgewiefen ift, find diefe Erflärungem . 
des ſtumpfen und fpigen Winkels firenge Saderflärungen 


ba es fehr.einfach ift, aus dem Scheitel des rechten Winkels 
eine "gerade Linie zu ziehen, welche entmeber aufferhalb 
oder innerhalb diefes Winfele fällt. 

Auch bemerfe man, daß zwei gerade Linien ſchief auf 
einander ftehen, wenn fie einen Rumpfen oder ſpitzen Winfel 
mit einander bilden, 


N 
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Zemer, daß Nebenwintel jene zwei Winfel genennt 
werden, welde einen Schenkel gemein haben und deren zwei 


7 


andere Schenfel in eine gerade Linie fallen. Diefe Ertlärung 


it, wie man leicht fieht, eine Sacherflärung. 

IX. Zur 13. Erklaͤr. Da der Begriff ber Grenze im 
der Geometrie nur in Bezug anf Körper, Flächen und Finien 
vorkoͤnmt, fo ift derfelbe bereits oben (I, d — g-) andführlicdh 
entwidelt worben und die hier gegebene Erklärung des Eucli⸗ 
Des fann leicht hiernach berichtiget werden. 

X. Zur 14. Erklaͤr. Eigentlich Tann eine Fig nur 
eine Grenze haben; nämlich die Linie, welche diefelbe eins- 
ſchließet; es mag diefe num eine zufammenhängende krumme Kinie, 
oder eine Verbindung von Winfelinien, oder von geraden und 
krummen Linien zugleich feyn. 

Figur iſt Daher eine von einer zufammenhängenden Linie 
umgraͤnzte Flaͤche. Sie faun in einer Ebene oder auch in einer 
Irummen Flaͤche gebildet werden und theild geradelinig, 
sheild Frummlinig, theild gemifchtlinig feyn. Bon deu 
erften fpricht Euclides weiter unten ( Erflär. 20-33). 

XI. Zur 15. Erflär. Die Erflärung, welche Euclis 
Des hier von der Kreislinie gibt, ift eine bloße Worterfläs 
rung, da fie nicht zeigt, wie diefelbe entfichen fan. Diefe 
Entftehung ift indeffen fehr leicht dadurch nadızumeifen, daß 
man fich in einer Ebene irgend eine begrenzte gerade Linie 
denft und nun annimmt, fie drehe ſich in diefer Ebene um ihren 


einen feftbleibenden Endpunct einmal ganz und gar herum, bie 


fie in ihre erfte Lage zurüdfehrt. Hierdurch wird der bewegte 
Endpunct diefe Kreislinie befchreiben. Wollte man hier den 
Einwurf machen, aus, Bewegung eined Punctes fönnte feine - 
Linie entfiehen, fo fann man zum Theil auf dasjenige vers 
weifen, was oben CT, i.) hierüber bemerft ift, theils kann 
man fich vorftellen, die in der Ebene umherbemegte Linie 
befchreibe eine ebene Zigur CI, i.) deren Grenze eine Linie 
fegn muß CI, e.) welde hier von dem feftfiehenden Puncte 
überall gleiche Entfernung hat. ‘ 


Be >? 


* Hierand folge auch , daß man Rreisfläge unb Kreite 
fini ie wohl von einander unterfcheiden.muß. ‚Unter, beim, allges 
meinen Worte Kreis wird bald jene, bald dieſe verfianden, 

XI. Zur. 16. Ertlaͤr. So wie dieſer unhewegt / bleibende 
Punct der geraden Linie welche ben Kreis erzeuget, der 
f Ärsibende Punch genennt.. Dieſt Kite ſelbſt heigt, ‚in 
Bezug auf bie burd) fie ensfichenbe Kreispäche ‚ die def Hr 
| bende Linie 
XIII. Zur 17. Ertiär. a) Gebe. "gerade, vom Mittel⸗ 
puncte zum Umfang eines Kreiſes gezogene Linie heißt ein 
Halbmeſſer oder Radius des Kreiſes. Da nun in dem 
naͤmlichen Kreiſe alle Halbmeſſer einayder gleich find, ſo miſen 
2 guch alle Durchmeſſer in demſelben feyn. 

Auch find folgende Säge hieraus klar⸗ Wem aus dem 
. Mittelpuncte des Kreifes eine gerade Linie gezogen wirb, welche 
Heiner ald. der Halbmeffer deſſelben ift, fo liegt fie gang inner 
halb ‚der Kreisfläche und ihr Endpunct trifft-bie. Peripherig 
nicht. Iſt aber diefe, vom Mittelpuncte ausgehende - ‚gerade 
Linie größer ala der Halbmeſſer, fo muß ein Theil von ihr 
aufferhalb des Kreifes liegen. | 

. b), Wenn, nun in differ Erklaͤrung noch gefagt wird, daß 
| der Durchmeffer den Kreis halbirt, fo if dieſes eigentlich ging 
 Behanptung r welche bewiefen werden ‚muß. Dieſer Beweis 
‚yoied deshalb, hier ausgeführt, weil er nen weitere Sue 
ber Geometrie gegeben werben kann. 
: Behrſa ®. 

"er Durchmeffer theilt die Kreiöflädhe. uud die Kreiötinie 
{n zwei vollkommen übereinftimmende Theile. 

Es ſei (Fig. 9903.) AMBN der ‚gegebene Kreis und AB 
ein duichmeſſer in ihm, ſo ſoll bewieſen merben, daß dee. 
Theil ÄMB dem Theile ANB volfommen, ‚ühereinftimmend, u 

Bewei s. 
u Denkt man ſich das eine Stuͤck der Rreisfläche, etwa 
AMB um ben unbeweglichen Durchmeſſer AB auf die entgegen⸗ 
geſetzie Seite gelegt, fo muß daſſelbe einmal ganz in die Ebene 


Ä 
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fallen, worin fich audi bad zweite Städt ANB befindet. Sollte 
nun der Bogen AMB den Bogen ANB nicht deden, fo müßten 
Bunche von AMB’ nicht: in uͤbereinſtimmende Puncte von ANB 
fallen.: Da’ nan 'aber-alle Puncte in AMB vom Mittelpnncte 
G fo weit entfernt find, ald alle Puncte in ANB, fo muß jeder 


Punct in AMB anf einen zugehörigen Punct in ANB fallen d.h; 


ber ganze Bogen AMB muß in ben ganzen Bogen ANB fallen. 
Folglich Tiegt der Theil der Kreisfläche AMB dergeftalt in dem 
Theile ANB, daß beide rings umher alle Grenzen gemein 
haben und nur eime einzige Figur bilden. Daher ift die 
Kreisfläche und die Kreiölinie von dem Durchmeffer halbirt. 

XIV. Zur 19. Ertlaͤr. Man ment jede gerade Linie 
lin Kreiſe, welche die Peripherie deſſelben beiderſeits reift; 
ohne durch deſſen Mitielpunct zu gehen, eine Sehne oder 
Thorde des Kreiſes:“ Hieraus iſt flar, daß jede Sehne zwei 
Abſchnitte im ihrem Kieiſe bildet, wovon ber eine der größ ere;, 
der andere ber kleinere Abſchnitt genennt wird. Geht die 
Schne durch den Mittelpunct, fo heißt fie Durchmeffer und 
jeber.ihrer zwei gleichen Abſchnitte ift num ein Halbfreis. 
"XV. Zur 20.— 23. Erflär. a) Sollen die hier gegebenen 
Erflärungen nicht bloße Worterflärgngen feygn, fo muß die 


Eniſtehung diefer Figuren im Allgenieinen nachgewieſen ‚werben; 


hab feicht gefchehen känn. 

- Wenn man in jedem der beiden Schentel eines ebenen ge 
tablinigen Winkels einen willführlichen Punct nimmt und, ‚beibe 
durch eine gerabe Kinie verbindet, fo entfteht-eine dreif eitige 
Figur oder ein Dreieck, woran indn brei Seiten, brei ‚intel 
and die eingefchföffeite Fläche erferint, ' 

b) Nimmt man einen willkuͤhrlichen Punct innerhaib vr 
Ebene bed Dreiecks und sieht von irgend zipei feiner‘ Scheig 
lelpuncte zwei gerdde Linien nad) ihm, ſo entſteht eine Diet 
feitige Figur'oder ein Viereck, weiches auch dadurch ge⸗ 
bildet werden kann, daß man die zwei Schenkel eines Winkels 
Aber die dritte Drelecks ſeite verlaͤngert, zwiſchen dieſen Vere 
kaͤngerumgen einen beliebigen Punct nimmt und aus ihm n n 1° 
jedem Endpuncte dieſer dritten Seite eine geräde Linie zie * 


2 


er 


Bei jedem Werde betrachtet man. Teine vier "Belkin eine vier 


Winkel und feme Flaͤche. u 
Wienun auf ähnliche Art gerablinige gi nfede, © ed ds 


ecke,“Siebenecke und" aberhanpt gerablinige Bielede ent) 


Reben, iR. von ſelbſt Mär.’ : "ti - nt 
ie) Eine nhgliche Uebing —* es, vs Belek fuͤr die 


Werbe der:in dieſen Vielecken moͤglichen Dingonafen’zis: ſinwen, 


welchs entweder; aus einem jeder aus allen ihren Winkel⸗ 
panchen gezogenꝰ werden; ‚alt die Zahl der hierdurch entfichens 
ben Dreiecke zu beſtimmenu. ſ. w. - Man fehe hieruͤber meimwe 


geom etriſche Anſchauungslehre. Dritte Auſlage, 1823. 1 


XVI. Bär 24., 25. u. 26. Erklaͤr. Dieſe Erklaͤrung 
vom gleichſeitigen Dreiecke iſt hier, eine‘ "Worterflärung, 
ba fie die wirkliche Conſtruction deſſelben: vorausſetzt, welchte 
Euchibes ſogleich im⸗ 1. Säge. de: T. Buches nachweiſet. 
"Die: Entſtehung des gleichſchenkeligen Dreiecks fand 
hier ſchon befriedigend nachgewieſen werden. Manbilde einen 


ebenen getadlinigel Hinter, nehme in deſſen einem Schenkel 


einen willkuͤhrlichen Punet, beſchreibe aus dem Scheitel mit 
dieſem Stuͤcke des Schenkels einen Kreis, welcher den andern 
Schenkel ſchneidet und verbinde die beiden Puncte in den 


Schenteln durch eine gerade. Linie, fo hat dad hierdurch 


- Dreiedde theils won ber Bildung des rechten Winfeld und. heile, 


entftandene Dreieck zwei gleiche - Seiten und iſt fomit ein 
gleichſchenkeliges. Dieſe drifte Seite, weldye die gleichen 


Schenkel miteinander verbindet, heißt die Grundlinie und 
Ber ihr gegenuͤber llegende Saqbitel die Sp toe des gleich. 
fehenteligen Dreieds. 2 

Dis: Entftehling eines Dreicds. aus drei, unter ſich un⸗ 
leihen: Seite: kann ebenfalls erſt in der eigentlichen Gens 


, metrie befsiebigenb nachgewiefen werden. 


? KV Zur 27. BU. 2h. Er klaͤr. Dieſe Geflärungen 
Mind ſaͤmmtlich Worterflänungen, da die GSonftruction dieſer 


Son dem Beweife abhärgt, daß im jedem Dreiecke nur ein 


zechter Winkel oder nur ein ſtumpfer Winkel ſeyn taun, 
was erſ i in der Beige gezeigt wird. 





| je: 
13: VI, —EE r.Dieſe vier Brtkionegen, 
find ebenfalls bloße Worterflärungen „da ;bie-Eytgahung:.bed 
Quadrate,“ Rechtecks, der. RaAute und Rhomhoide 
end. durch bie wiſenſchafilichen aͤtze Rer Beometrig nachgswieſen 


werden muß. Bor altem gehört hicrzu die Lehre pon den 
Parallellinien zus Ihren Fohgergngan⸗Auch fans dang erſt der 


dieſen vier Figuren gemeinſchaftliche höhere Begriff des⸗Par ale 


Felogramums begruͤndet werden, worunter mau ein vierſeitige 


Figun verſtehi/ maria de zwei einander gegenuͤhexliegende Seiten 
mit einanhenparelick find. „Fine Folge: dieſts Paxallelismug 
iſt es ſodann, Dafkanch diefe Seiten einander gleich, and eben 
ſo auch die ſich gegenuͤberliegenden Winkel einander gleich ſeyn 
muͤſſen. Auch muß die Geometrie beweiſen, daß es nur vier 
beſondere Arten von Parallelogrammen geben. kann. . ; 


KIX, Zur 39. Erklauͤr. EGwoͤhnlich pflegt man, und 


J dieſes mit-Necht, zweierlei. Arten von Trapezen zu unters 

ſcheidena naͤmlich die Paralleltrapeze und die gewoͤhn⸗ 
lichen Trapege; ‚Unter jenen verſteht man ſolche Vierecke, 
in welchen zwei ſich gegenuͤberſtehende Seiten mit einander pas 


rallel, die beiden andern aber es nicht ſind. Bei die ſen aber 


iſt feine Seite: mit der ihr entgegen liegenden: gleichlaufend. 
Hieraus. geht: hervor, daß: die Paralleltrapeze ebenfalls nur 
durch Huͤlfe dee Parallelenlehre confieuirt werden koͤnnen. 
Die andere Art von Trapezen werden auch bisweilen Trape⸗ 
zoiden genennt. 
XX.-Zur 3. Erkl in Soll dieſe Erklaͤruu der 
Parallellinien fuͤr die geometriſche Wiſſenſchaft brauchbar 
ſeyn, fo muß die wirkliche Entſtehung ſolcher Linien uͤberzeugend 
nachgewieſen werden. Daher iſt ſie hier ebenfalls nur eine 
Worterklaͤrung. 

Wenn Andere zwei gerade, in einerlei &bene Legende 
Lihien daun parallel nennen , :wenn fle in allen ihren. Puncten 


on 


immer ben nämlichen. Abſtand von einander haben, fo iſt dieſe 


Erklaͤrung ebenfalls von der Att, daß die. Wuasftehung der 


Parallelen in;diefem Sinne erſt nachgewiefen werden, muß. 
Von der, in der Geometrie: fo: fehr:; berüchtigten: Parallelen⸗ 
lehre wird weiter unten etwas ausführlicher gehandelt erben. 


„1 
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XXL Zur Forder. 1. 2. u. 3 Diefe Forderingen ent⸗ 


‚halten eigentlich einige Grund » Aufgaben zur Geometrie, 


deren «Auflöfungen höchft einfach ‚find und weder einer befondern 


Weiſung, noch eines Beweifes bedürfen, Sie ergeben fich aus 


! 


dem, was Oben (I, i u. f.) bemerkt worden ift. 
. Die erſte Forderung wird erfüllt, wenn man ſich vorſtellt, 
der eine Punct bewege ſi ih in umveränderter Richtung nad} dent 


andern hin. 


Der zweiten wird entfpröchen, wenn der Punkt, welcher 
die gegebene gerade Linie erzeugt hat, ſich, mit Beibehaltung 
feiner Richtung, über jeden Endpunct diefer- Linie hinaus⸗ 
bewegt. 

Die dritte Forderung beruht auf dent, was oben (XI.) 
uͤber die Entſtehung des Kreiſes bemerkt worden iſt. 

XXII. Zu Grundſatz 1—7. Grundſaͤtze find ſolche Ber 
hauptungen, welche, ihrer Einfachheit wegen, keines Beweiſes 
beduͤrfen. Ihre Wahrheit leuchtet Jedem von ſelbſt ein, 
fobald er nur ihren Sinn verſteht. Sie find von vielfacher 
Anwendung in’ den geometrifchen Beweifen. Die erften fieben 
Grundfäge bed Euclides beziehen ſich nicht bloß auf Raums 
größen, fondern gelten von Größen überhaupt. Sie laffen 
fih in folgenden allgemeinen arithmetifchen Formen darftellen. 

1. Örundfap Wenn A=Bıum 

A=C iii, 
ſo iſt auch — 6. 

Dieſer Grundſatz wird richtiger fo ausgedrädt: Wenn 

jede von zwei Größen der nämlichen dritten Größe gleich ift, 


ſo find auch jene zwei Größen einander unter ſich gleich, 


2. Srundfag Wenn A=B un 

G=Di, _ _ 

pfitadyA+C=B+D 

Wäre noch E= F, fo müßte aud A + C +km=B 
+D+ F ſeyn, u. ſ. w 

8. Grundſatz. Wenn Am == B und 
=D, fo 

iſt ee een 
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B, Grundſas. Es fiA= B, aber 
f C>D,fo iſt 
abA+C>B+D » 
Es fi A=B un 
| C<D, fo ik . 
auch A+C<B+D. 
5, Grundfag. Es fi A—= Bund 
| C>D, fo if 
ah A—C<B-—D 
Es fi A=B und 
C<D, fo if 
ab A—C>B-—-D. 
Märe A > B un | 
auch B> C, fo müßte 
ah A>C ſeyn. 
Waͤre A < Bun 
B<C, fo müßte 
auch A < C ſeyn. 

- Allein aus A >B und 
B<C, folgt weder 
A>Cndhah , 
A <.C, wie folgende Darftellung lehrt. 








ii 





414. 2. 
— —I A| | 
——I I Bi 
\ —— C — — 

Hier A— Her iſt auch A>B 
. B<C, und und B<C, 
AST "der A<C 


6. Grundfag Wenn A=B, fo ift 
auah2A=2B 


7. Grundfatz. Wenn A=B, fo iſt 
auch Y%A=ıhıB 
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gerner merke man Noch 
Wenn AB, ſo iſt nicht nur 
24 2B, ſondern auch 
3A = 3B und allgemein 
nA=nB 
Dber wenn A B, fo ift nicht allein 
1, A = 1, B, fondern aud) 
% = = 1% B und allgemein 


. ® 
- 


!’ı tie 
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. XXI. Zum 8. Grundſatz. Diefer Grundſatz, welcher 
lediglich von Raumgroͤßen gilt, ift ſehr wichtig zur evidenten 
Darftelung ter Geometrie und bedarf hier einiger Erläus 
terungen. 

a) Im Allgemeinen ſagt man, daß ſich zwei Raumgroͤßen 
becden oder einander congruent find, wenn fie dergeftalt 
Tonnen in einander gebracht werden, daß fie nur eine 
einzige im Raume bilden, und es iſt Mar, daß beide dann 
durchaus nicht mehr von einander koͤnnen unterfchieden werden, 
fondern völlig einerlei find. 

b) Wenn (Fig. 224.) die gerade Linie AB bergeftalt in 
Die gerade Linie CD gelegt werden fann, daß der Punct A in 
den Panct C, die AB länge der CD und nım auch der Punct 
B in ben Punct D fällt, fo fagt man, beide Linien decken 
einander und bilden nur eine einzige getade CD. 

‘ c) Da nämlich diefe geometrifchen Linien nur Länge, und - 
weder Breite noch Dice haben, fo befinden fich beide hier in 
einem und demfelben Raume und Fönnen daher nicht als zwei 
Linien erkannt werben, 

Wenn daher die gerade Linie GH fo in die gerade Linie 
EF gebracht wird, daß der Punct G in E, die Linie GH länge 
der Linie EF liegt und der Punct H nunmehr nicht in den, End: 
j punet F, fondern in J fat, fo wird GH nur einen Theil von 
ı5*% 
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EF, nämlich den Theil EJ decken und ed muß GH feiner als 
EF, oder EF größer als GH feyn. 
d) Hieraus find nun folgende Säge klar: 
1. Wenn gerade Linien einander deden, fo find fie auch 
. einander gleich; N. 

2, Wenn gerade Linien einander gleich find, fo Fönnen fie 
. fo in einander gelegt werden, daß fie fich decken. 

3. Wenn ‚gerade Linien einen Endpunct gemein haben, 
und eine nur einen Theil der andern bedt, fo find fie 
ungleich, jene, welche nur einen Theil der andern 
det, ift die Fleinere, und jene, von welcher nur ein 
Theil gedeckt wird, die größere. 

‚ 4. Wenn gerade Linien einander ungleich find, fo koͤnnen 
ſie dergeſtalt in einander gelegt werden, daß eine einen 
Theil der andern deckt. 

e) Da man ſich zwiſchen zwei beſtimmten Puncten im 
Raume nur eine einzige gerade Linie denken kann, 
wie dieſes aus der unmittelbaren Anſchauung des Geraden 
hervorgeht, fo müffen alle gerade Linien, welche ihre Endpuncte 
miteinander gemein haben, auch einander deden, folglich unter 
ſich gleich feyn. Auf diefem Grundfage der reinen Geometrie 
beruht der practifche Gebrauch des Cirkels, um eine (etwa 
mit Bleiftift auf dem Papiere gezogene, ald Sinnbild der 
geometrifchen dienende) Linie fo groß als eine andere zu 
machen, ‚oder von einer größern einen Theil abzufchneiden u. 
f.w. Denn zwifchen den zwei Spigen der Eirfelfüße Tann nur 
eine gerade Linie gedacht werben. \ 

y Auch darf diefes, aus dem Decken gerader Linien: hervors 
«. gehende Sneinanderfallen nicht, wie es gewöhnfich zu 
gefchehen pflegt, ein Aufeinanderfallen derfelben genennt 
werden. Dächte man fich 3. B. zwei gleicklange, gleichgeftaltete, 
vierfantige Stäbchen von Holz, fo könnte wohl dag eine, nad) 
feiner ganzen Fänge, auf das, andere gelegt werden. Aber 
ein gänzlihes Sneinanderfallen ift hier unmöglich, da 
jedes, als phyfifcher Körper, das Eindringen des andern in - 


— 
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feinen Raum verhindert. Diefed Hinderniß hat bei geome, 
trifchen, bloß gedachten Linien nicht Statt, daher beide, ale 
in dem naͤmlichen Raume enthalten, angenommen werden 
fünnen. | 

8) Diefer Begriff des Dedend muß auch auf die ebenen 

geradlinigen Winkel angewendet werden, Es feien (Fig. 225.) 
. ABC und DEF zwei gegebene Winkel. Man denfe ſich den 
Schenkel BC fo in den Schenfel EF gelegt, daß der Punct B 
in E und BC längs EF, auch die Ebene des Winfeld CBA in 
die Ebene des Winfeld FED fält, fo wird der Schenfel BA 
entweder längs bes Schenkels ED, oder unterhalb ED, etwa in 
EG , oder oberhalb ED, etwa in EH fallen. Sm erften Falle 
werden die Winkel ABC und DEF einander deden, iur einen 
‚einzigen bilden und fomit auch einander gleichfeygn. Imzweiten 
Falle wird der Winfel GEF nur .einen Theil des Winfeld DEF’ 
been und. ed muß ber Winfel GEF, und folglich auch der ihm 
gleiche Winfel ABC, Fleiner ald der Winkel DEF ſeyn. Im 
dritten Falle wäre, auf ähnliche Art, der Winfel HEF und 
folglich auch der Winfel ABC größer als der Winfel DEF. 

Hieraus folgt: 1) Wenn Winfel einander deden, fo find 
fie einander gleich; 

2) Wenn Winkel einander gleich find, fo önnen fi fie ſo 
ineinander gelegt werden, daß fle füch decken; 

3) Dieſes Decken der Winkel kann ohne das Decken ihrer 
Schenkel Statt finden, weil die Groͤße eines Winkels 
nicht von der Laͤnge ſeiner Schenkel abhaͤngt. 

bh) Auf ähnliche Art findet dieſes Decken bei Figuren Statt. 

Penn (Fig. 226.) jeder der beiden Kreife AMDN und EPGQ . 
mit dem nämlichen Halbmeffer CA = FE befchrieben ift, fo 
tönnen beide fo in einander gelegt werben, daß fie fich decken. 
Denn wenn man fich den Mittelpunct C in den Mittelpunct F 
und die Ebene des erften Kreifes in jene des zweiten fallend 
verfiellt, fo muͤſſen alle Puncte der Peripherie des erften in 
entfprechende Puncte der Peripherie des zweiten fallen, weil 
jeder diefer Puncte vom Mittelpuncte F den nämlichen Abſtand 
bat. ° Daher liegen beide Kreife fo ineinander, daß fie nur 
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einen einzigen bilden d. h. fie deden ſich. Es gelten hierbei 
auch die nämlichen Grundfäge: Figuren, welche fich decken, 
find einander gleich an Geftalt und an Größe, und wenn Figuren 
Größe und Geftalt gemeinfchaftlich haben, fo ktoͤnnen ſie ſo in 
einander gelegt werden, daß ſie ſich decken, und ſomit nur 
eine einzige bilden. 

i) Auch Koͤrper decken einander, wenn ſie dergeſtalt in 
einander koͤnnen geſtellt werden, daß beide nur einen einzigen 
bilden. Wenn man ſich den Durchmeſſer AD (Fig. 226.) als 
unbeweglich denkt und nun annimmt, der Halbkreis AMD drehe 
fih um enfelben einmal ganz und gar herum, fo befchreibt 
berfelbe den Eörperlichen Raum einer Kugel. Der halbe Um⸗ 
fang AMD befchreibt nämlich sine alfeitig gekruͤmmte Flaͤche, 
worin jeder Punct vom Mittefpuncte C gleiche Entfernung hat ˖ 
Map nennt fie die Kugelfläche und was fie einfchließet. {ft 
ber förperliche Raum der Kugel. Wenn fich nun der Halbfreis 
"EPG, weldyer dem Halbkreiſe AMD congruent ift, auf gleiche 
Art um feinen Durchmeffer EG ganz und gar herumdrehet , fo 
befchreibt er ebenfalls eine Kugel und, wenn beide Kugeln mit 
ihren Mittelpuncten in einander gebracht werdeh, fo ift Klar, 
Daß fie genau in dem nämlichen Raume. enthalten find d. h. daß 
fie fich einander deden. _ 

Hieraus folgt, daß Körper welche fi ch decken, ſowohl 
“an Größe, Ms an Geftalt übereinftimmen; fo wie auch um⸗ 
gekehrt folche Körper, melche einerlei Geftalt und Größe haben, 
fo in einander gelegt werden fönnen, daß fie ſich deden. 

Bon der bloßen Gleichheit, fo wie von ber Achns 
Tichfeit der Raumdrößen wird weiter unten dad Nöthige 
bemerft werden. 

XXIV. Zum 9. Grundfag. Der allgemeine oder ariths 
metifche Ausdruck dieſes Grundſatzes ift folgender: 

Wenn A=B+C+D+EH+F, fpitA>B; 
"i> EG; A>D;A>E;A>F 

Noch kann man beifügen: das Ganze ift größer_als einige 
feiner Theile gufammengenommen. Aus dem Obigen ift 

A>B+C+DH+E; 


251 a 


A>B+C+D; 
A>B+E+Fufm. 

Durch die Anſchauung kann dieſer Grundſatz ebenfalls 
erläutert werden. Da (Fig. 224.) EI + JF=EF, fo kann 
hier die Linie EF als das Ganze und EJ, JF können als deffen 

* Theile angefehenwerden. Es ift alfo EF> EJ und EF>JF. 

Eben fo befteht der Winfel HEF (Fig. 225.)-aus den drei 
Minfeln HED, DEG und GEF und es ift Winfel HEF > 
Winfel HED, oder auch Winfel HEF > Winfel HEG u. ſ. w. 

-  ,XXV Zum 10. Grundfag Wenn man unter dem 
rechten Winfel jenen verfteht, welcher feinem Nebenwinkel gleich 
it (VII) fo fann diefer Grundfag als Lehrſatz bewiefen werden. 
- Penn (Fig. 227.) FG auf MN lothrecht fteht, fo ift jeder 
der zwei Winfel FGM und FGN ein rechter. Eben fo ift, wenn 
der Winfel ACB dem Winfel ACD gleidy iſt, jeder von beiden 
ein rechter (Euch. 10. Erflär.) und ed iſt zu zeigen, daß auch 
die Winkel FGN und ACD einander gleich find. 

Man lege die gerade MN fo in BD, daß der Punct G in C 
fallt und Daß GF aufder nämlichen Seite don BD liegt, auf welcher 

fi) auch CA befindet. Wenn nun die Linie GF in CA fällt, 
fo find die Winfel FGN und ACD einander gleich. Fiele aber 
die GF nad CE, fo müßten aud; die Winfel ECD und ECB 
einander gleich fegn, nach der Annahme. Es wäre alfo 
% ECD = & ECB, allein 
da x ECD < x ACD, fo wäre 
audı x ECB < x ACD. Es ift aber 
x ACD—= 3x ACB, folglich 
müßte x ECB < 3x ACB feyn, 
welches widerfprechend ift, weil 
x ECB > x ACB 
ſeyn muß. 

Es iſt uͤbrigens klar, daß bei dieſem Beweiſe die Con⸗ 
ſtruction des rechten Winkels vorausgeſetzt wird, welche erſt 
durch die Saͤtze der Geometrie begruͤndet werden kann. 

XXVI. Zum 11. Grundſatz. Dieſes iſt das, in ber 

Geſchichte der Geometrie fo ſehr beruͤchtigte eilfte Ariom 


‚U de8 Euclides.- Sein Sinn ift folgender. Wenn (ig. 223.) 


⸗ 


auf der Linie AB in den beiden willkuͤhrlichen Puncten C ımb 
D die fenfrechten Linien CE und DF errichtet find, fo ift fomohl 
der Winfel ECD als auch der Winkel FDC ein rechter, Man 
nennt fie bie beiden innern Winkel, welche hier, da jeder 
ein rechter ift, zufammen genommen zwei rechte Winkel 
betragen. Wird nun die gerade Linie CG fo gezogen, bad 
‚der Winfel GCD fleiner als der Winfel ECD ift, fo betragen 
nun die beiden innern Winfel GCD und FDC zufammen genoms 
men weniger al& zwei rechte, und der 11. Grundfag behauptet, 
daß die Linien CG und DF, wenn fie über G und F hinlänglich 
verlängert werden, einmal zufammentreffen muͤſſen. 
Hieraus iſt nun klar: | 
a) Daß diefer Grundfag die Eonftruction des rechten 
Winkels vorausſetzt, weil der fpige Winfel nur durch den 
Kahten gebildet werden fann, da er Fleiner als diefer ift. Ehe 
alfo die Entftehung des rechten Winfeld nachgewiefen ift, kann 
die Hypothefid dieſes Grundfages, daß die zwei innern Winkel 
zufammen Fleiner ale zwei rechte find, nicht einmal als geome⸗ 
triſch begruͤndet angeſehen werden. 
b) Setzte man aber auch dieſe Bedingniß als vorhanden 
zum voraus, fo iſt die Behauptung des einmal nothwendig 
erfolgenden Durchſchnitts der verlängerten Linien 
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nicht fo einleuchtend, daß fie ohne allen Beweis ald wahr ange⸗ 


nommen werben dürfte. Daher. ift diefer Euelidiſche Sat 
fein eigentliches Axiom, ſondern ein Lehrſatz, der eines 
Beweiſes bedarf. | 

c) Wollte man Etwas zur Annahme biefer Behauptuirg 


ald Grundfag bemerfen, und feine Etelle vor der eigent« _ 


lihen geometrifhen Wiffenfchaft rechtfertigen, fo 
fönnte Folgendes angeführt werden. . 

Wenn CE (Fig, 228.) und DF zwei Lothe auf AB find, 
fo lehrt die unmittelbare Anfhauung, daß diefelbe 
‚weder eine Neigung gegen einander, noch eine folche von ein⸗ 
ander haben und fomit ald zwei gerade Linien zu betrachten 
find, welche unter fi feine Neigung befigen, Wird nun 
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zwifchen CE und DF ans C eine wilfführliche Linie CG (ober 
aus D eine ähnlich liegende) gezogen, fo lehrt wieder die 
Anfchauung, baß dieſe CG wine Neigung gegen DF 
habe, vermöge welcher fie, über G verlängert, der DF und 
ihrer Verlängerung, immer näher rüden und diefelbe eins 
malerreichen wird. 


d) ‚Hätte Euclides (oder, wie Einige glauben, ein 


Anderer, welcher diefen Sag unter deſſen Grundfäte aufs 
genommen hat) diefe oder eine ähnliche Erläuterung hierüber 
gegeben, fo wäre er vielleicht um fo weniger anftößig gemwefen, 
als in den Elementen vor der eigentlichen Parallelenlehre 
ftreng nachgewiefen wird, wie man Lothe errichten fol, und 
Daß zwei Linien CE und DF, wenn XECD+ XFDC=a2R 
(mo R einen rechten Winfel bedeutet) ift, wein fie auch noch 


fo weit über E und F verlängert werben, ſich niemals durch⸗ 


. fehneiden koͤnnen. Mehreres davon wird weiter unten vors 
bommen. 


mit dem oben (XXIII, e.) Bemerklten in der engſten Verbindung, 
Denn wenn zwifchen zwei gegebenen Puncten nur eine ges 
rade Linie möglich ift, fo Finnen auch zwei gerade Linien feinen 


Raum einfchließen. Beide Saͤtze fließen aus der unmittels 


‚ baren Anfhauung ber geraden Linien und bedürfen feiner 
befonderen Beweife, deren fie and, nicht fähig.find. 

XXVIII. Zum 1. Sage. a) Diefe Aufgabe ift mit alfer 
Strenge dargeftellt, wenn man die Nothmendigfeit des 
Durdfchnittspunctd beider Kreife ertennt, welche Euclides 
nicht nachgewieſen hat. 

Daher bemerke man Folgendes. Wenn AB Hi. 229.) 


Die gegebene Linie ift, fo verlängere man fie willführlid) über -. 


A nad) F und über B nach G, befchreibe aus A mit AB den 


Halbkreis BCD und dus B mit BA den Halbfreis BCE, fo iſt 
BD ein Durchmegfer des Kreifes um A und AE ein Durchmeſſer 


des Kreiſes um B. 
Da nun AE> AB it, fo Tiegt der Punct E aufferhalb 
bes Kreifes um A (XIII.). Allein A Liegt innerhalb diefes 


XXVI Zum 12. Örundfab. Diefer Grundfag ſteht 
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Kreiſes; daher muß die krumme Linie ACE, welche einen 
Punct innerhalb des Kreifes-um A mit einem Puncte auffers 
halb defielben verbindet, den Kreis um A nothmwenbig ſchneiden. 

Eben fo kann auch gezeigt werden, daß, weil B innerhalb 
des Kreifed um B und D aufferhalb dieſes Kreifes liegt, auch 
die frumme Linie BCD den Kreis um B fdhneiden muß. 

b) Da nun eben diefe Gonftruction auch auf der anderen 
Seite der Linie FG ausgeführt werden fann, fo gibt ed auch 
hier noch einen zweiten Durchfchnittspunct H und folglic, 

auch ein zweites gleichfeitiges Dreied AHB. 
| Daß fich die beiden Halbfreife DCB und ACE nur in 
einem Puncte C und die zwei Halbfreife DHB und AHE 
nur in einem Puncte H durchfchneiden Eönnen, wird weiter 
unten bewiefen. 

XXIX. Zum 2. Sage. a) Es mögte feinen, als fei 
diefe Aufgabe deßhalb entbehrlich, weil man nur durch A eine 
willführliche gerade Linie AE ziehen und aus A mit AL = BC 
einen Kreis befchreiben dürfe, welcher diefe AE in L fchneibdet. 
Allein Euclides wollte eben zeigen, wie man Durch eine 


fireng geometrifhe Eonftruction jene Linie finden 


Tann, welde einer in berfelbigen. Ebene gegebenen geraden 
Linie gleich if, Allerdings Tann man fi ich denken ‚daß auf 
einer unbeftimmten geraden Linie ein Stücd genommen werde, 
welches einer gegebenen beftimmten Linie gleich if. Allein 
hierdurch ift die wirkliche Gonftruction diefer Linie noch nicht 
befriedigend nachgewiefen. Daß man die gegebene Linie nicht 
mit dem Cirkel auf die willführlich gezogene tragen bürfe, 
verfteht fich von ſelbſt, da dieſes practifche Inſtrument (obwohl 
es auf theoretiſchem Grunde beruht) nicht in die theoretiſche 
Geometrie gehoͤrt. 

b) Man bemerke, daß ber gegebene Punct A, in Bezug 
auf die ebenfalls gegebene gerade Linie BC, eine dreifach ver⸗ 
ſchiedene Lage haben kann, indem er ſich entweder in der 
Linie BC felbft, oder in ihrer Verlängerung über B oder C, 
oder endlich Cwie bei Euclides) aufferhalb der BC. bes 
findet. Auflöfung und Beweis find fih immer ähnlich und 


x 


255 


es ift zweckmaͤßig, Die Übrigen Lagen durch Zeichnungen zu er, 
läutern. _ 

Sollte der gegebene. Punct in B oder in C feldft liegen, 
fo dürfte nur aus B mit BC oder aus C mit CB ein Kreis 
befchrieben und irgend ein Halbmeſſer in bdemfelben gezogen 
werben. | 

ec) Wenn die zw findende Linie 2, 3, 4... nmal größer 
als die ‚gegebene werden foll, fo verlängere man DE unbe 
ftimmt, befchreibe aus L mit LA einen Kreis, welcher fie. 
ſchneidet. Hieße diefer Durchſchnittspunct M, fo wäre AM 
== 2 BC. Beſchriebe man. nun aus M mit‘ ML einen neuen 
Durchfchnittspunct N, fo wäre AN = 3 BC u. f. w. 
XXX. Zum 3. Sape. Da die Hypothefid diefed Sapes 
in der Annahme zweier ungleichen ‚geraden Linien befteht, 
fo fann man fragen, wie werden zwei ungleiche gerade Linien _ 
conftruirt, oder wodurch weiß man, daß von zwei gegebenen 
geraden Linien die eine größer als die andere ii? — Die 
Beantwortung liegt ald Folge in.dem 2. Sage. Denn wenn 
man eine gerade Linie bilden kann, welche einer andern gleich 
ift, fo darf die eine nur verlängert werden, um eine dritte 
zu erhalten, welche größer als die erite if. 

XXXIL Zum 4 Sape. a) Diefer Lehrfag tann auch ſo 
ausgeſprochen werden: zwei Seiten und der von ihnen 
eingeſchloſſene Winkel beſtimmen die Natur eines 
Dreiecks d. h. wenn dieſe drei Stuͤcke eine beſtimmte Groͤße 
haben, fo iſt auch die dritte Seite des Dreiecks, jeber! feiner 
zwei andern Winkel und fein Flächenraum beftimmt. 

b) Wenn man bier die Frage ftelt: wie kann ein Winkel 
"BAC gebildet werden, welcher bem gegebenen Winfel EDF 
.gleih if? fo hat zwar Euclides: diefe Aufgabe hier noch 
nicht aufgelöfet und infofern ift die Hypothefis dieſes Lehrs 
faged noch nicht fireng geometrifch begründet. Da man ins 
beffen fehr wohl die Möglichkeit erkennt, daß ein Winfel 
einem gegebenen gleich feyn kann, fo kann diefelbe hier ſchon 
vorausgeſetzt werden. 
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Für Jene aber, welche diefed dennoch für einen Fleinen 
Fehler gegen die wiſſenſchaftliche Methode halten, theileu wir 
folgende Begründung diefer Hypotheſis mit. 

c) Es fei (Fig. 230.) ACB irgend ein Winfell. Man 
nehme auf feinem Schenfel CA die willführlicdyen Puncte D 
und F, made CE = CD und CG = CF, und ziehe bie 
Berbindungelinien DG und EF, fo entfichen zwei Dreiede 
CDG und CEF, weldye zwei Seiten nebft den von ihnen eins 
gefchloffenen Winkel, einzeln genommen, mit einander gemein 
haben und fomit der Bedingniß des Lehrfages. entfpredhen. 

d) Ueberhaupt ift es zwedmäßig, bei jedem Lehrfage und 
bei jeder Aufgabe die Hypothefisd von der Thefis zu 
unterfcheiden. Jene ift bei dem Lehrfage die Bebingniß, 
worunter etwas behauptet; bei der Aufgabe aber die Bes 
dingniß, worunter etwa gefordert wird. Die Thefis ifl 
im erfien Falle das, was behauptet, im zweiten Kalle das, 
was gefordert wird. 

e) Wenn Euclides in dem Beweife biefed Saped von 
dem Aufeinanderfallen ber gleichen Linien und Winkel 
fpricht und diefer Ausdruͤcke ſich in der Folge fehr häufig bes 
dienet,, fo müffen wir hierbei wiederholen, was bereits oben 
XXI) gefagt worden if. Es hat nämlich bei diefen, unter 
ſich gleichen Raumgrößen fein Aufeinanderfallen, fondern ein 
gänzliches Sneinanderfallen flatt; fo, daß fie ale im 
demfelbigen Raume enthalten gedacht werden, wo⸗ 
Durch fie als vollfommen einerlei erfcheinen. Durch diefe, 
der Sache fehr genau entfprecyende Vorftellungsweife wird 
auch der Einwurf befeitigt, welchen Mehrere der Euclidifchen 
Beweisart dadurch gemacht haben, als beftehe fie in einem 
bloß mechaniſchen Aufeinanderpaffen der Linien, Winkel 
und Figuren. 

f) Man koͤnnte diefen Sag auch folgendergeftalt beweiſen, 
ohne ſich des Ineinanderfallens der gleichen Theile beider Dreiecke 
zu bedienen. Wenn DCG (Fig. 230.) ein gegebened Dreied 
iſt, „ſo verlängere man die Geite CD willtührlih nach A, 
CG willführlih B, nehme CE = CG au) CF = CG und 
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ziehe FE, ‚fo entfteht noch ein Dreied ECF, welches mit dem 
Dreiede DCG zwei Seiten nebft dem, von ihnen eingefchloffenen 
. Winfel, einzeln genommen, gemein hat. Da nun in der Ebene 
des Winkels ACB das eine Dreied ald durchaus auf dies 
felbige Art, wie das andere, entflanden gedacht werben 
Tann, fo müßte aus demfelbigen Grunde, aus welchem 3. B. DG 
> EF ſeyn follte, auch folgen, daß EF > DG wäre, weil auf 
der einen Seite Alles gerade eben fo, wie auf der andern ift. 
Da diefed aber nicht zugleich feyn fann, fo it DG = EF und 
eben fo x CDG = x CEF und X CGD = CFE. Folglich 
find beide Dreiede einander congruent, 

g) Noch fügen wir folgenden Beweis bei, welcher nur ein 
einziges Dreied vorausfegt. Wenn DCEG (Fig. 231.) ein 
willkuͤhrlich gegebenes Dreieck iſt, fo verlaͤngere man GC bes 
liebig über B nach M und beſchreibe mit CD aus C den Halbkreis 
ADB. Denft man ficy nun die Seiten GC und CD als unver, 
änderlich an Größe, fo fanır CD nur dadurd) eine andere Lage 
erhalten, als fie wirklich hat, daß fie entweder zwifchen D und 
A den Bogen DA, oder zwifchen D und B den Bogen DB ſchnei⸗ 
det. Hätte fienung. B. die Lage GE, fo würde X ECG <IDCG, 
und in der age CF würde & FCG > X DCG feyn. Soll aber 
auch diefer Winfel DCG unveränderlih an Größe feyn, fo ift 
diefes nur in ber einzigen Lage CD möglich. Daher gibt es, 
wenn GC, CD und X DCG eine beftimmte Grüße hat, nur 
‚ein einziges Dreied DCG, welches aus diefen Stüden 
‚ möglich ift. Folglich müffen nun auc) die Winkel CDG und OGD 
nebft der Seite DG eine beftimmte Größe haben. 

„h) Auch bemerfe man noch bei dieſem Sage, daß Euclides 
beide Dreiede einander .gleich nennt, welde, mit größerer 
Bellimmtheit, congruent oder übereinflimmend oder 
gleich und aͤhnlich genennt werden. 

Congruenz ift die gänzliche Ucbereinſtimmung in Groͤße 
und Geſtalt. (XXIII, a, i.) 

Bloße Gleichheit der Figuren iſt die Uebexeinſtimmung 
in der Groͤße bei Verſchiedenheit ihrer Geſtalt. So kann z. B. 
ein Dreieck einem Vierecke gleich ſeyn, wenn beide Figuren einen 
gleich großen Slächenranm einfchließen. 
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Aehnlichkeit ift die Uebereinſtimmung in der Beftalt bei 
Verfchiebenheit der Groͤße. So find z. B. alle Kreife einander 
ähnlich, wenn fie auch verfchtedene Halbmeffer haben. Eben fo 
auch alle Kugeln von verfchiedenen Durshmeffern u. f. f. 

Die wiffenfchaftlihen Fehren der Gleichheit "und 
Aehnlichfeit werden weiter unten entwidelt. 

XXXII. Zum 5. Sage. a) Nad dem Zeugniffe des 
Proclus fol Thales von Milet diefen Sag erfunden haben. 
Prochkus felbft denkt ſich das Dreied BAC noch einmal als 
Dreied bac; fo, daß alfo AB=ab, AA=acınd XA=xa 
iſt, und legt zuerft AB inab, 3 BAC in X bac und AC iin ac, 
wodurch nun beide Dreiecke fich Dedden und 3X ABC = x abc fo 
wie auh x ACB — X ach ift. Dann legt Proclus die Seite 
AB in ac, den X BAC in X cab und AC in ab, wodurch fich 
Die Dreiecke nach dem vierten Sage abermals deden und nun 
3 ABC=3ach, ferner x ACB X abe ift. Daher muß nun 
Auch abe = X ach und folglich auch X ABC = 3 ACB ſeyn. 

b) Auch koͤnnte man hier fo ſagen. Sollte in dem gleich—⸗ 
ſchenkeligen Dreiecke BAC der Winfel ABC dem Winfel ACB 
nicht gleich feyn, fo müßte X ABC > x ACB oder X ABC 
<ICACB feyn. Wäre nun z. B. X ABC > X ACB, fo müßte, 
weilalles auf der Seite AB gerade fo ift, wie auf der 
Seite AC, au x ACB > X ABC ſeyn. Beides zugleich ift 
aber widerfprechend. Daher können die Winfel ABC und. ACB 
einander nicht ungleich feyn; folglich ift X ABC = X ACB. 


c) Denkt man fich unter- ABC ein gleichfeitiges Dreied‘, fo - 


ift, wegen AB = AC, nur audı < ABC = 3% ACB und, wegen 
BA=BC, auch BACM XBCA, folglich muß ABC—3CBAC 
== 3 BCA ſeyn. Daher find alle gleichſeitige Dreiecke auch gleich⸗ 
winfelige Dreiede. Nennt man eine Figur, welche lauter gleiche 
Seiten nnd gleiche Winkel hat, eine regelmäßige, fo ift das 
gleichfeitige Dreie eine regelmäßige Figur, und zwar, wie 
man leicht erfennt, die einfachfte aller gerablinigen regelmäßigen 
Figuren. 

XXXIII. Zum 6. Sate a) Man: flieht ſogleich ‚daß 
dieſer Sag der umgekehrte des fünften Sages if. Einen 
Sag umfehren heißt nämlich, feine Chef zur Hypotheſi is 
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and feine Hypotheſis zur Theſis machen. Wollte man die Frage 

ſtellen: Warum muß denn, wenn ein Lehrſatz ſtreng bewieſen iſt, 
nun auch feine Umkehrung noch bewiefen werden? fo bemerke man, 
daß der fireng wiflenfchaftliche Vertrag durchaus ſolche Beweiſe 


fodert, indem der umgefehrte Sag ein anderer, als ber zuerfi 


gegebene iſt. 
b) Beide Säge find baher folgende: 
A. Hppothefis: Wenn man vorausfegt, daß ein Dreieck 
zwei gleiche Winkel hat, | 
Thefis: fo hat ed auch zwei gleiche Seiten. 


B. Hypothefis: Wenn man vorquöfegt, daß ein Dreieck 


zwei gleiche Seiten hat, 
Theſis: fo hat ed auch zwei gleiche Winkel. 
c) Bezeichnet man die Hypothefis mit H und die Thefid mit 
T, fo ift die allgemeine Korm diefe: 


1) Wenn H ift, fo muß auch T feyn, und 2) wenn T iſt, 


"fo muß auch H feyn. 

RKoͤnnte im erften Falle bewiefen werben, baß T nur unter 
der Bedingniß H Statt fände, dann würde man auch aus 
dem Borhandenfegn von T mit aller Strenge und ohne neuen 
Beweis auf dad Dafeyn von H fchließen dürfen. Hier wäre 
nämlich H-die einzige Bedingniß, unter welcher T möglich 
it. Wo alfo T it, da muß nothmwendig auch H feyt, 

d) Wäre in einem Dreiede ABC (welches man fich leicht 
vorzeichnen kann) CA=xXB=3C, fo müßte, weil A 
= X B iſt, auch AC=BC, und, wilxB=X Cift, aud 
AB=AC ſeyn. Folglich ift nun AC—= BC — AB, d. h. wenn 
ein Dreied drei'gleiche Winfel hat, fo muß es auch drei gleiche 
Seiten haben und fomit ein gleichfeitiged Dreied feyn. 

e) Aus diefen Sägen erfennt man die Verbindung, welche 
zwifchen den gleichen Winfel eined Dreieds, in Bezug auf die 
ihnen gegenüberliegenden Seiten, und umgefehrt, Statt finder. 

XXXIV Zum 7. Sage a) Diefer Sag ift eine Bors 
bereitung zum achten Sage, mit welchem er eigentlich ein Ganzes 
bildet, und beide Säge hätten füglidy in einen einzigen follen 
verbunden werden. Euclides beweifet, daß zwei Dreiede cons 
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gruent feyn müffen, wenn ihre drei Seiten, einzeln genommen, 
einander gleich find. 

b) Die Hypotheſis des fiebenten Satzes wuͤrde deutlicher 
ſeyn, wenn darin bemerft wäre, daß die, der AC gleiche Linie 
in dem Puncte A und die, der BC gleiche Linie in dem Puncte 
B aufgeftellt werden müffe ; auch daß diefe aufgeftellten zwei Linien 
auf derfelbigen Seite von AB genommen werden müffen, über 
welcher fich die gegebenen Linien AC und BC befinden. 

c) Was nun den Beweis dieſes Sages betrifft, fo hat 
Euclides nicht: alle mögliche Lagen angegeben. welche der 
hupothetifc angenommene zweite Durchſchnittspunct D haben 
fönnte, fondern nur den einen Fall bewiefen, in welchen 
AD die BC durchfchneidet, welcher denn auch mit jenem einere 
lei wäre, worin die BD die AC durchſchnitte. Allein diefer 
Punct D konnte auch in AC felbft, oder in ihrer Verlängerung 
über C fallen. Daß, diefes aber widerfprechenb ift, folgt 
fogleich daraus, weil die AD hier der AC nicht gleich feyn 
fönnte,: was gegen die Borausfegung ifl. Auf gleiche Art 
kann auch der Punct D nicht in BC oder in ihte Berlängerung 
über C fallen. 

d) Aber nun tonnte D (Fig. 232.) in die Fläche des 
Dreiede ACB oder aufferhalb derfelben in die Winfelebene fallen, 
welche durch die über C verlängerten AC und BC gebildet wird. 

Wenn der Punct D in dem Dreiecke ACB läge, fo ziehe 
man die Linie CD, verlängere BC nach E und BD nadı F. 
Weil nun AD = AC, fo it x ACD = x ADC. Allem 
ed ift x ACD < %& DCE; folglich audy ADC < 3 DCE. 
Aber ADC > X CDF, daher au), x CDF < 3 DCE 
‚Allein, weil BC — BD, fo müßte auch X CDF = x DCE 
feyn. Folglich kann der Punkt D nicht im der Ebene des 
Dreiedd ACB liegen. 

Auf ähnliche Art wird det Beweis geführt, wenn ber 
Punct D aufferhalb des Dreiecks ACB fallen folte, wie 

man leicht finden wird. | 

XXXV. BZum 8. Sage a) Wenn Euclides in die⸗ 
ſem Satze ſagt, daß, unter der Hypotheſis dreier Seiten, 


J 
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welche einzeln genommen, einander gleich find, ein Winkel 
des einen Dreiecks einem Winkel des andern gleich fei, fo ift 
hierdurch die Thefid nicht vollfonmen erfchöpft, indem die beis 
den Dreiede congruent und folglich auch alle Winkel, einzeln 
genommen, einander gleidy find. 

b) Diefe Songruenz der Dreiede kann auch auf folgenbe 
Art bewiefen werden, 

Wenn die Dreiede (Fig. 233.) ABC un DBC, worin 
AB = DB, AC—= DC und BC = BC ift, mit zwei Ihrer 
gleichen Seiten Chier mit BC == BC) fo neben einander gelegt 
werden, daß. ihre Spigen A und D ſich auf entgegengefegten 
Seiten der BC befinden; aber-B in B und C in C fällt, und 
num die Berbindungslinie AD gezogen wird, fo fann diefelbe nur 
Die, in ben Zeichnungen bemerkte dreifach verfchiebene Lage haben. 

c) Run ift in der erfien Lage AC = DC, folgli x A 


= XD; ba aber auch AB= DBifk, fo muß A BAC 


&5 A BDC feyn und folglich auch XABC XDBC; XACB 
XDPDCB. 

Für die zweite Lage iſt, wegen AB = DB, auch x BAE 
— X BDE und, wegen AC= DC, uh XCAE=%X CDE; 
folglidy muß X BAC = BDGC ſeyn. Allein es ift noch BA == BD 
und auch CA = CD; folglid ABACS A BRC. 

In der dritten Lage ift, wegen AB — DB, auch X BAE 


= 3 BDE und wegen AC= DC, au XCAE= X CDE; 


folglich muß auch X BAC = % BDG ſeyn. Da nun wieder 
BA = BD und AC= DC, fo ift auch bier A ABC S 
A DBC. 


d) Wenn daher die drei Linien AB, BC und AC bie in dem - 


Dreiede ABC beftimmte Größe haben, fo kann aus ihnen nur das 
einzige Dreied ABC gebildet werden. Werden daher aus B mit 
BA und aus C mit'CA auf der über B und C verlängerten BC zwei 
Halbkreiſe befchrieben, fo Finnen fich diefe nur in einem 
‚ PuncteA durchſchneiden. Da aber zwei ähnliche Halbfreife 
auch unterhalb der Linie BC conftruirt werden können, fo bat 
hier noch ein zweites Dreieck BDC Statt, welches dem Dreiecke 
BAC congruent iſt. Eben fo koͤnnten auch aus B und A mit BC 
j 16 


. 


. 
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und AC, ober aus A nnd C mit AB und CB folche Halbkreiſe 
befchrieben werden, um dad Dreied ABC zu bilden. 

xXXVI Zum 9. Sage. a) Bei diefer Aufgabe hat 
bereit Proclus bemerkt, ed müffe bewieſen werden, daß der 
Durchſchnittspunct F innerhalb der Ebene des Winfele BAG 
liege. Obwohl diefes nun ſchon daraus hervorgeht, daß, wenn 
derfelbe 3. B. in dem Schenfel AB [äge, er nun auch (weil Alles 
auf der einen Seite gerade fo wie auf der-andern if) in dem 
Schenfel AC liegen müßte, was aber unmöglich ift, weil es nur 
einen Durdhfchnittspunet geben fann (XXXV, d.), fo fan 
06 auch noch fireng geometrifch erwiefen werden. 

 b) Läge 3.8. diefer. Durchſchnittspunct F (Fig. 234.) in 
dem Schenfel AC in F, fo wäre X DEF = 3 EDF. Allein es 
itXBDE>&EDF; folglid) müßte auch x BDE> 3% DEF 
feyn, was unmöglich ift, da X BDE = 3 DEF feyn muß (I, 5.) 
Auf Ahnliche Art wird der Beweis geführt, wenn der Punct F 
aufferhalb des Schenfeld AC. läge. 

c) Man fieht, daß diefer Durchfchnittepunct F auch dadurdy 
. erhalten werden könnte, daß aus D mit DF—DA und as E 
mit EF = EA AD ein Kreis befchrieben wärde, wodurch 
‚unterhalb der DE ein Dreied DFE entftände, welches dem Dreis 
ecke DAE congruent ift. 

d) Auch kann diefe Aufgabe fehr einfach ohne den Durch⸗ 
fhnittöpunet zweier Kreife aufgelöfet werden durch die 
Gonftruction des fünften Satzes. Soll nämlich der Winfel CAB 
(Fig. 235.) halbirt werden, fo nehme man willführlih AD—AE, 
eben fp AF= AG, ziehe DG und EF und aud dem Scheitel A 
durch den Durchſchnittspunct H die gerade AHK, fo ift num 
3 CAK = x BAK. Denn e8 ift, wenn DE gezogen wirb, 
wegen‘ | 

AD = AE, ferner 
AG = AF und endlich. 
x DAG = x EAF,. andy 
, ADAGSA EAF, daher 
% ADG = X AEF, da aber , 
x ADE= X AED ift, fo muß 
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ah x EDH = & DEH und folglich 
DH = EHfegt. Da nun noch 
AD = AE und auch 
x ADH—= 3x AEH, ſo muß 
AADHSA AEH und folglich 
% DAH = x EAH feyn. 
Daber- ift der Winfel CAB durch AK halbirt. 
e) Da nun die Hälfte des Winkels CAB wieder anf ähnliche 
Art halbirt und diefes Verfahren immer fortgeſetzt werden kann, 
fo läßt fich derfelbe ina, A, 8, 16, 32, 64 u. ſ. f. alſo uͤber⸗ 
haupt in Qu, gleiche Theile eintheilen. *8 
XXXVII. Zum 10. Satze. a) Die gegebene gerade Linie 
kann auch dadurch halbirt werden, daß auf jeder Seite von AB 
(Fig. 236.) ein gleichfeitiged Dreied ACB und AEB befchrieben 
und nun die Berbindungslinie CE gezogen wird, welche AD==DB 
mact. Denn da die Dreiede CAE und CBE die drei Seiten, 
einzeln genommen, gemein haben, fo find fie congruent und ed | 
it X ACD= 3BCD. Da nun noh AC=CBund CD=CD, 
fo muß auch A ACD S A BCD, und daher AD — DB feyn. 
b) Auf diefe Art fann nun auch AB in 2, 4, 8, 16, 32, 
64 u. f. f. und überhaupt in 2” gleiche Theile getheilt werden, 
XXXVIII. Zum 41. Sage, a) Durch Diefen Sag wird 
Die geometrifche Gonftruction des rechten Winkels wiſſenſchaftlich 
nachgewieſen, obwohl fih durch einige frühere Gonftructionen 
fhon ſolche Winfel ergeben hatten. So war (in Fig. 235.), 
wegen AD = AE, 3 DAJ = x EAJ und AJ = AJ, auch 
AADISA AEJ, daher x AJDD= x AJE=R. — Eben fo 
war (in $ig. 236.), wegen AC=BC, CD=CD und AD=BD, 
ach ACDASA CDB, folglich X CD A = x CDB=R. 
b) Auch gibt ed durch einen, in einer gegebenen Linie gegebene 
Punct nur eine fenkrechte auf fle. Denn wenn es auffer ver auf AB . 
(Fig. 237.) lothrechten CD noch eine andere fenfrechte, etwa 
CE gäbe, fo müßte XECB= XECA=R feyn, Allein 88 
war auh ZDCB=DCA=R; folglidy wäre ECB = 3x DCB 
und auch X DCA == 3 ECA, welches beides unmdglich ifi, da 
der Theil Fleiner als das Ganze ſeyn muß. 
W 6# 
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e) Da nun bie Sonftruction bed rechten Winkels nachges 
wiefen ift, fo kann auch das rechtwinfelige Dreieck und das ftumpfs 
winfelige Dreieck gebildet werden, obwohl noch nicht bewieſen 
ift, daß in jenem nur eim rechter und in diefem nur ein 
ſtumpfer Winfel feyn kann. . 

XXXIX. Zum 12. Satze. a) Der Beweis dieſes Satzes 
fest voraus, daß die gegebene Tinie AB von dem aus C befchries 
beiten Kreife in zwei Puncten G und E gefshnitten werde, was 
Euclides nicht befonders nachgewiefen hat. 

Da ſich die Puncte C und D auf entgegengefegten Seiten 
der Linie AB befinden, fo muß CD die AB in J fchneiden. Da 
nun CI <CD, fo muß der PunctJ, und folglich auch ein Theil 
der durch J gehenden Linie AB, fich Innerhalb des Kreifes bes 
finden. Eine gerade Linie aber, von welcher ein Theil im Kreiſe 
liegt, muß, gehörig verlängert, deſſen Umfang in zwei Puncten 
durchfchneiden. . 

Anftatt die GE in H zu halbiren, könnte auch das Dreied 
GCE unterhalb der GE gelegt und bie Berbinbungelinie durch 
Die zwei Spigen gezogen werben. 

b) Wir geben von diefer Aufgabe noch folgende Anflöſung. 
Um auf AB (Fig. 238.) aus C das Loth CG zu ziehen, ziehe man 
aus C zwei beliebigt gerade Linien CD und CE nadı AB, fo entfteht 
das Dreied CED. Legt man daffelbe unterhalb AB als Dreied 
* EFD und giehet CF, fo ift diefe in G auf AB Iothrecht. Denn 
ba EC=—EF,ED= ED und DC = DF ift, fo ift au A CED 

2535 AFED, folglich x CEG = & FEG. Es ift aber noch 
| EC = = EF, EG=EG, folglid A CEGIS A FEG und 
XCCGE=IFCE—R. 

Wenn eine der beiden Linien CE und CD zwiſchen G und B 
fällt, fo hat ein ähnlicher Beweis Statt. 

XL. Zum 13. Sape. a) Wenn daher von zwei Neben, 
winfeln einer ein rechter ift, fo muß es auch der andere ſeyn; 
ift einer ein fpiger, fo muß fein Nebenwinfel ein fiumpfer 
ſeyn, und wenn einer ein fiumpfer ift, fo if fein Nebenwinfel 
‚ein fpiger. Auch muß einer der beiden fchiefen Winfel in dieſem 

Falle um fo viel Feiner als der rechte feyn,; um wieviel Der 
audere größer, ald ber rechte ift. . 


- 
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-b) Auch muͤſſen alle auf einer Seite einer geraden Pinie 
liegende, aus einem Puncte ausgehende gerade Linien 'nebens 
einander liegende Winfel bilden, welche zufammen zwei rechte 
betragen. So ift (Fig.2393 X ACD + X DCE + XECF 
+ x FCB=2aR. Denn wenn in G auf AB das Loth CG 
errichtet wird, foift x DCA + XECD + X GCE=R 
und X GCF + x FCB = R folglich. 3X DCA +. x ECD 
+ X GCE + GCF +'3xFCB = aR, Nein x ECF 
= X GCE + x GCF. | 

e) Auf gleiche Art find alle um den Punct C (Fig. 240.) 
liegende Winkel, nämlih ACB, BCD, DCE, ECF, FCG 
und GCA zufammen vier rechte Winkel. 

XLI. Zum 1% Sage. a) Diefer Sag ift der umge 
kehrte des 13. Satzes und muß befonders bewiefen werden. 
Etwas faßlicher würbe es im Anfange des Beweifes fo heiffen: 
« Wenn CBD feine gerade Linie tft, fo muß fie eine Winkellinie 
* ſeyn und die über B verlängerte CB muß entweder über BD 
«oder unter BD fallen.» Kür jenen Kal hat Euclides 
ben Beweis ausgeführt. Diefer Fall wirb auf ähnliche Art 
‚ bewiefen. 

b) Nun fann auch gezeigt werden, daß es von einem 
aufferhalb einer gegebenen geraden Linie gegebenen Puncte nur 
ein Loth auf diefelbe gibt. 

Es fei (Fig. 238.) die CG auf AB lothrecht ſo gibt es 
auffer ihr Fein anderes. Lothmehr auf Die AB. Wäre 5. 8. 
CD diefes zweite Loth, fo müßte auch FD ein folches feyn und 
ed wäre x CDE —= & FDE = R. Daher würden diefe 
Winkel zwei Nebenwinfel: feyn und CDF wäre eine gerabe 
Linie, welche mit der geraden CF einen Raum CDF einſchloͤſſe, 
was unmoͤglich iſt. 

XLI. Zum 15. Satze. a) Proelus bemerkt, Tha⸗ 
les ſei der erſte Erfinder dieſes Satzes und Euclides habe 
ihn zuerſt fuͤr wuͤrdig gehalten, ſtreng erwieſen zu werden. 

. b) Auch laͤßt ſich folgender Satz leicht beweiſen: wenn 
zwei gleiche Winkel AED und CEB gegeben find und man legt 
fie mit ihren’ Scheiteln und in entgegengeſetzter kage ihrer 
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-ESchenlel fo zufammen, daß DE und EC eine gerade Linie bildet, 
fo muͤſſen auch die zwei andern Schenfel AE und EB in einer 
geraden Linie AEB liegen, \ 

c) Sind aber zwei Winkel von ungleicher Größe, fo koͤnnen, 
bei diefer Lage bes erften Schenkelpaars, die zwei andern 
Schenfel feine gerade Linie bilden. 

. XL. Zum 16. Sage. a) Diefer Lehrfat ift reich an 
weiteren Folgerungen und deshalb einer der wichtigften in ber 
Geometrie, 

b) Daß, wenn in der zweiten Hälfte des Bemweifes BC in 
I halbirt, AJ gezogen, JH = AJ genommen und noch die CH 
gezogen wird, diefe CH mit der CF in einer geraben Linie 
HF liegt, ift zwar in der Natur der Sache gegründet, kann 
aber hier noch nicht fireng. bewiefen werden. 

c) Aug diefem Sage folgt nun ebenfalls, daß von einem 
aufferhalb einer geraden Linie gegebenen Puncte nur ein 
Loth auf diefelbe möglich if. Denn wenn (Fig. 238.) auffer ' 

- dem Xothe CG noch ein zweites CD ftatt fände, fo müßte 
ICDE.=R=3% CGD feyn, welded aber unmoͤglich ik, 
da a CDE > 3% CGD feyn muß. 

d) Nimmt man GH = GE und zieht CH, fo müffen bie 
Dreiede CGE und CGH einander congruent feyn (4. ©.) folge 
lih it CH = CE, Daher gibt e8 auf jeder Seite von CG 
zwei einander gleiche, von G nach AB gehende Linien. Aber 
ed gibt auch nur zwei folche Linien. Denn wäre z. B. CD 
auch — CE, fo müßte X-CED = 3% CDE ſeyn, welches 
unmöglich ift. Denn da CGD R, fomuß X CDE > 
Rund, weil X CDG <.R, fo muß au X CED <R feyn. 

e) Denft man fich nun aus C mit CE —= CH einen Kreis 
befchrieben,, fo kann diefer die gerade Linie AB nur in deu 
beiden PunctenEundH fchneiden,. Denn hättez. B. noch ein 
dritter Durchfchnitt in I ftatt, fo müßte auch CJ = CE fegn, - 
weil auch CI Halbmeſſer wäre, Allein es ift unmöglich, daß 
CJ = CE if (d). | 

f) Wenn man in einem gleichfchenfeligen Dreiede ACB 
(Fig. 236.) die Orundlinie AB in D halbirt und CD zieht, fo 
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ift, wegen CA = CB, CD = CD und AD = BD, and 
ACDAS A CDB und folglich CD ein Loth auf AB. - 

8 Wird in einen gleichichenfeligen Dreiede. ACB, die 
Grundlinie AB in D halbirt und aus D die DC auf AB Ioth» 
zecht gezogen, fo geht DC durch die Spite C. Denn das von 
C auf AB gefällte Loth trifft in D ein (£) und es gibt von C 
auf AB nur ein Loth (c). s 

h) Wird der Winkel an ber Spike, ACB durch CD 
halbirt; fo wird auch AB in D halbirt und CD fteht auf AB 
fenfsecht. Denn es ift bier A CDA ACDB. 

i) Wenn ans C auf AB ein Loth CD gezogen wird, fo 
machst dieſes auch DA = DB und x ACD = x BCD (f, g): 

- XLIV. Zum 17. Sage a) Daher muß im rechts 
winfeligen Dreiede jeder der zwei andern Winfel ein fpiger ſeyn. 
. b) &ben fo fann das umpfwinfelige Dreieck auffer dem 

ſtumpfen Winkel nur zwei ſpitze Winkel enthalten, und jedes 

dieſer Dreiecke auch nunmehr leicht conſtruirt werden, wodurch 
die fruͤheren Erklaͤrungen in Sacherklaͤrungen verwandelt wor⸗ 
den ſind. 

“c) Ein ſpitzwinkelinges Dreieck muß drei ſpitze Wintel 
haben. Und es kann, in Bezug auf die Winfel, nur recht 
winfelige, ſtumpfwinkelige und ſpitzwinkelige Dreiecke geben. 

- d).Alle gleichfeitige Dreiecke müffen fpigwinfelige feyn. 

.e) Die gleichfchenkeligen Dreiede koͤnnen rechtwinkelige, 
ſtumpfwinkelige und fpigwinfelige ſeyn. En 

f) Eben dieſes gilt von dem ungleichfeitigen Dreiede. 

XLV. Zum 18. Sage, a) Wenn (Fig. 231.) AC> 
AB ift, fo fann der Beweis auch Dadurch gefiihrt werden, daß 
«AB über B verlängert, AD = AC gemadıt und DC gezogen 
wird. Hier ift nun x ABC > XD; ferner xD= 3% ACD 
and IX ACB < X ACD, felglid um fo mehr ABC > 
3% ACB., 

b) Wenn daher ein Dreieck drei.ungleiche Geiten hat, fo 
hat es auch drei ungleiche Winkel, und der größten, mittlern und 
Heinften Seite liegt auch der größte, mittlere und kleinſte 
Winfel gegenüber. —  - 
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0) Im’ gleichfchenfeligen Dreiecke muß der Winkel an ber 
Spitze einem Winfel an der Grunblinie gleich, oder größer 
oder fleiner als ein folcher feyn, je nachdem die Grundlinie 
eben fo groß, ober größer oder Fleiner als einer feiner gleichen 
Schenkel il. 

d) Wenn (Fig. 238.) CG ein Loth auf AB ift und CD, 
CE, CJ drei fhiefe Linien find, fo muß CD>CG; CE> 
CD und CI > CE d.h. die fohiefere muß immer die größere 
ſeyn. Dem, weil x CGD=R, fo it xXCDG CGD 
und folglid CD > CG. — Da ferner X CDG <R,fo if 
ZCDE>R; folglih X CED < R, daher X CDE > 
3< CED und fomit CE> CD u. ſ. f. 

e) Eben fo leicht wird bemwiefen, daß auc bie größere 
diefer fchiefen Linien die fühiefere fei. Denn wenn CE > CD, 
fo it x CED < X CDE. Aein XCDG> 3CED; folge 
Jich CE fchiefer als CD. uch find, beiderfeitd von CG gezogene, 
gleiche Linien gleich ſchief und gleich fchiefe gleich groß. Denn 
wenn CE == CH, fo muß au X CEG X CHG ſeyn, 
und wenn X CEG=3 CHG ift, fo hat man wieder CE = CH, 

f) Endlich gibt es auf jeder Seite von CG nur eine Linie, 
. welche. eine beftimmte Groͤße (groͤßer ald CG) und nur eine, 
welche eine beftimmte Schiefe (Heiner als R) hat, wie man 
leicht felbft findet. 

XLVI. Zum 19. Satze. Aus biefem Gate, welcher 


ber umgekehtee des 18, Satzes iſt, ergeben ſich nun nachſtehende 


Folgerungen. 

a) Wenn ein Dreieck ungleiche Winkel hat, fo muß es 
auch ungleiche Seiten haben und es flieht dem größten, mitt, 
lern und kleinſten Winkel auch die größte, wittlere und kleinſte 
Seite gegenüber, | 

B) In dem rechtwinfeligen ober ſtumpfwinkeligen Dreiecke 
ſteht dem rechten oder ſtumpfen Winkel die groͤßte Seite gegen⸗ 
über, In jenem Dreiecke heißt fie die Hypotenufe und jede 
der beiden andern Seiten wird Cathete genennt. 

e) Die fürzefte Linie, welche von einem aufferhalb einer 


. geraden Einie gegebenen Puncte nach ihr gezogen werben kann, 
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29 
ift die Totbrechte, Sie beftimmt daher die Entfernung ober 
den Abſtand dieſes Punctes von der Linie. 

XLVII. Zum 20. Satze. a) Diefer Sap ift fo einfach, 
daß er wohl in die Reihe der Grundfäge könnte aufgenommen 
werden, da die klare Anſchauung lehrt, ‚daß die gerade Linie 
zwifthen zwei Puncten die fürzefte iſt. Indeſſen bleibt es eim 


Streben der Geometrie ald Wiffenfchaft, die Zahl ihrer Grund» 


ſaͤtze möglichft zu vermindern. 

b) Wir theilen noch folgenden Beweis dieſes Satzes mit. 
Wenn (Fig. 242.). Ba + AC nicht > BC wäre, fo fei BA 
+ AC = BC. Berlängert man nın BA über A, macht AD 
z= AC und zieht DC, fo ift X ADC = x ACD. Allein, 
wegen BD == BC, müßte auh x BDC = 3x BCD fegn, 
welches widerfprechend if. — Sollte aber BA + ACC < 
- BC feyn, fo wäre, bei der nämlichen Gonftruction, BD < 
BC, daher x BCD < & BDC. Allein es ift auch 3C ACD 
== x BDC; folgli müßte x BCD < 3x ACD ſeyn, was 
ebenfalls unmoͤglich iſt. 

XLVIII. Zum 24. Satze. Dieſer Satz gilt auch dann 
noch, wenn der Punct nicht in der Ebene des Dreieds, fons 
bern in einer feiner Seiten genommen wird. Nähme man ihn 
in E, fowäre BA + AE>BE; allein es ift 
EC = EC, folglich auch 

BA + AC>BE + EC. 

Daß hier au X BEC > A iſt, leuchtet -von felbft 

ein. 


ftruction des zu bildenden Dreiedd von der Rothwendigfeit des 
Durchſchnitts der beiden Kreife abhängig ift, welche hier, fo wie 
oben gefchah (XXVIII.) nachgewiefen wird. Auch erfennt man 
hier eben fo, daß auch auf der andern Geite von ED noch 
ein ähnlicher Durchfchnittspunct Statt hat, wodurch ein zweis 
tes, dem erſten congruentes Dreied gebildet werden fann. 

:b) Auch laͤßt fich durch dieſen Sag die Entfiehung des 
gleichfchenfeligen Dreiedd erfennen, wenn nur die Linie, 
welche deffen Grundlinie werden fol, Kleiner ift, als die beis 
den gleichen Schenkel zufammengenominen, 


XLIX. Zum 29. Sage. a) Es if Mar, daß die Eons 
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c) Wenn die drei ungleichen Linien mit A, B und C bes 
zeichnet werden und A die größte von ihnen ift, fo wird ein 
Dreieck von ihrien möglich feyn, wem B+ C>A ift. Denn, 
wenn diefes ift, muß aunh A FB > Cum A + CG>B feyn. 

d) Auch. muß bei diefen drei Linien ber Unterfchied je 
zweier Heiner, ald bie dritte fegn. Wenn nämlich 

A-+-B>C if, und man nimmt 
BS B beiderfeitd weg, fo ift 

| A>C-— B, und ebenfo für die übrigen. 

e) Wenn man den Sag: Zwifchen zwei Puncten ift die 
gerade Linie die fürzefte, ale Grundſatz vorausfent, fo. laͤßt fich - 
Die Sonftruction der Dreiede fogleich in den erflen Sägen ber 
Geometrie befriedigend nachweifen. Man fehe meine Ge» 
metrifche Wiffenfchaftslehre. 3. Auflage 1826. S. 8 und f. 
worin alle mögliche Lagen ercentrifcher Kreiölinien audeins 
ander gefegt find. 

L Zum 23. Sage Die Conſtruction wird etwas ein⸗ 
facher, wenn man in den Schenkeln des Winkels DCE die CE 
= 2 nimmt und dann au) AG = AF madt, 

l. Zum 24. Sage. : a) Bon diefen- Sage, wovon Eu⸗ 
elides nur einen Fall, in Bezug auf die mögliche Tage 
angegeben und bewiefen hat, theilen wir folgende Entwidels 
ung mit, 

Es fei (Fig. 243.) ABE ein willkuͤhrliches Dreieck, welches 
bei B einen ſpitzen Winkel hat. Wird hier von A auf BE 
Das Loth AD gezogen, DC = BD gemacht und AC gezogen, 
fo ift ACE- ein gweited Dreied, worin AG = AB, ferner . 
AE=AE und x CAE < x BAE if. 

Diefe beiden Dreiecke entfprechen daher der Boransfekung 
bed Lehrfaged und das Stennzeichen der Lage befteht darin, 
daß der Punct C der Geite AC des Dreiecks ACE im. die 
Seite BE des Dreiede ABE fällt. Daß nun hier CE < BE 
ift, bedarf feines weitern Beweiſes, da es unmittelbar aus 
biefer Lage ded Punctes C zwifchen B und E hervorgeht. 

b) Run fönnte aber der 3 CAE, mit Beidehaltung der 
Groͤße feiner Schenfel, noch fleiner werden. Wenn derſelbe 
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EAF if, fo muß AF innerhalb des Dreiecks ACE liegen 
(XLV, d.) Hier iſt nun AF+ FE<AC + CE 01.6) 
folglich, weil AF=AC, auch FE< CE und folglich um 
fo mehr noch FE < BE. 

c) Würde aber der Winfel CAE größer, fo muß ber 
Schenfel AC, da XEAC inmer fleiner als EAB bleiben 
muß, die CB zwifchen C und B durchfchneiden und etwa bie 
Lage AG haben, wodurch GAE das zweite. Dreiecf wuͤrde. 
Zieht man nun bie Verbindungslinie BG, fo ift, wegen AB 
= AG, au X ABG = x AGB. Allein X.EBG < x 
ABG und ZI BGA < 3 BGE, folglid X BGE > X EBG 
und wieder BE > GE. Daß G unter BE liegt, ift Har. 

d) Wäre aber der Winfel ABE (Fig. 244.) des gege⸗ 
benen Dreied& ein rechter oder ein flumpfer, fo muß bie 
Seite AF = AB, wenn X EAF < 3% EAB ift, ganz 


innerhalb bed Dreiecks ABE liegen (XLV, d.) und ed iſt, 


wegen AB + BE > AF + FE und AB=AF, auch nunfind 
BE > FE j 

e) Auch laͤßt ſich diefer Sag mit vieler Klarheit fo dar» 
ſtellen. Es fei in den beiden Dreieden (Fig. 245.) ABC und 


ABD, die Seite AB== AB, x ABC > x ABD und BC 


== BD; fo ift der Winfel ACB entweder ein rechter oder ein 
flumpfer oder ein fpiger. In den beiden erften Faͤllen muß, 
wenn 3 ABE == X ABD, BE == BD gemadıt und AE ges 
gogen wird, dad Dreied AEB 5 Dreied: ADB, ganz inner« 
halb des Dreiedd ACB liegen. Daher ift AC + CB. > AL 
-+ EB und folglich wegen CB = EB, auh AC> AED. 
AC > AD. 

Iſt aber der Winkel ACB ein fpiter (Fig. 246.) fo ziehe 
man BB lotbrecht auf AC, nehme EF = = EC und ziche BF, 
fo ift entweder 

4) x ABF— xABD oder 
2) X ABF > x ABD oder 
3) x ABF < x ABD. 

Im 4. Galle it A AFB 55 A.ADB und AF = AD 

«x AC, 
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Sm 2. Falle faͤllt Dreieck ADB (wie in Fig. 245.) gang 
‚Innerhatb des Dreiecks ACB und es ift wie zuvor AD < AC. 

Sm 3. Falle fällt D in G aufferhalb des Dreiecks ACB 
‚und zwar fo, daß BG die FC zwifchen F und C fchneiden 
muß. Zieht man nun GC, fo ift, wegen BG = BC, aud 
3 BGC = x BCG; folgligd X AGC >XxX ACO und 
daher AC> AGD. h. AC> AD, 

LII. Zum 25. Satze. a) Diefer Sat kann auf fol 
gende Yrt bewiefen werben, ohne Nüdficht auf den 24. Sag, ' 
deſſen Umkehrung er if. Man denke fich ein Dreieck bac, 
weiches mit dem Dreiede BAC (Fig. 247.) ba = BA, dann 

ac. = AC, aber be < BC hat, op ff KL a < ZA 
feyn. 

- Man lege das Dreieck bac fo in die Ebene des Dreiecks 
CBA, daß fich bie gleichen Seiten ba und BA einander decken 
und daß der Punct c nach jener Seite von AB fällt, auf 
welcher fib C befinde. Wird nun mit AC aus A ein 
Kreis befchrieben, deffen Bogen FCDG ift, fo muß die Seite 
ac von a irgendwo in biefen Bogen fallen. Fiele fie nun 
von C gegen G, etwa in D, fo ziehe man DE. Hier ift nun, 
wegen. AD = AC, auch x ADC = X ACD. Allein X 
BDC < X ADC und x BCD > x ACD; folglidy auch 
3 BCD > X BDC und BD > BC. Es muͤßte daher auch 
be > BC ſeyn, was der Annahme be < BC widerfpricht. 

by Laͤge aber bie Seite ac in AC, fo müßten fich die Dreis 
. ede bac und BAC einander deden, weil fie auch noch den 
Winkel BAC gemein hätten und es wäre be = BC, da doch 
be < BC angenommen worden ift. 

Daher muß ac mit dem Puncte e von C nach Fr in dem 
Bogen DCF eintreffen und folglich X bac < 3 BAC feygn 

) Wenn diefer Sag vor, dem 24. Sage bewiefen wird, fo 
kann dieſer Iegtere fehr leicht daraus abgeleitet werden. Es fei 
nämlich (Fig. 248.) in den Dreieden ABC und DEF die Seite 
AB=DE; AC=DF uw x BAC> x EDF, fo ift BC 
> EF., on 
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Denn wäre nicht BC > EF, fo müßte entweder BC — EF 
oder BC <EF feyn. In jenem Kalle ware A ABC ZS A DEF 
und-3L BAC — 3% EDF, gegen die Boramöfegung. In diefem 
alle wiirde (nach a.) 3 BAC < 3 EDE ſeyn, welches eben 
falld der Annahme widerfpricht. 

LI. Zum 26. Sage. a) Diefer Sag behauptet: bie Eon 
gruenz zweier Dreiede, weldye zwei Winkel und eine Seite, eins 
zein genommen, mit einander gemein haben, wobei zwei Faͤlle 
eintreten können, je nachdem dieſe Dreiecke eine Seite und die.’ 
zwei daran liegenden Winkel, oder eine Seite, einen daran 
liegenden und einen ihr gegemüberfichenben Winkel gemeinfchafts 
lich haben. 

1. Wenn in ben Dreieden ABC und DEF (Fig. 249.3 
BG=EF, x B=&XEund X AGCB= x DFE if, fo lege 
man jenes Dreied fo in die Ebene von diefem, daß BinE, BA 
lange ED und C auf eben die Seite von DE fällt, auf welcher 
ſich F befindet. Hier muß BC die EF volltommen decken. Sollte 
nun die Seite CA nicht in FD fallen, fo müßte fie die Lage von 
FG oder von FH haben, wodurch X DFE < 3 ACB, oder 
3 DFE.> 3x ACB wäre, gegen die Borausfegung. Folglich 
decken fich Die Dreiede ABC und DEF, 

1. Wäre aber in diefen Dreiedden ABC unb DEF, auffer 
BC CEF und CBXE noch XA=XEDF, fo würde 
man jenes fo in die Ebene von dieſem legen koͤnnen, daß Bin 
E, BC in EF und BA längs ED fällt. Fiele num die CA nicht 
auch in FD, fo müßte fie nach FH oder nach FG fallen. Wäre 
jenes, fo würde ZFHE> 3 A, und wäre Diefes, fo würde 
X FHE <A ſeyn C16. ©), gegen die Vorausfegung. 

b) Wenn zwei Dreiede zwei Seiten, einzeln genommen, 
und einen Winkel, welcher der ‘einen dieſer Seiten gegenübers 
liegt, mit einander gemein haben, fo find fie nicht immer cons 
gruent, da aus diefen Stüden zwei Dreiede von verſchiedener 
Geſtalt und Groͤße gebildet werden koͤnnen. 

Es ſei (Fig. 250.) ABE ein gegebenes Dreieck, fo muß 
irgend einer feiner Winkel ein ſpitzer ſeyn. Es ſei xXB<R, 
fo ziehe man aus A auf BE.das Loth AC, mache CD == CB und 
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Im 2. Falle faͤllt Dreieck ADB (wie in Fig. 245.) gang 
innerhalb des Dreiecks ACB und es iſt wie zuvor AD < AC. 

Im 3. Falle fällt D in G aufferhalb des Dreiecks ACB 
und zwar fo, daß BG die FC zwifchen F und C fchneiden 
muß. Zieht man nun GC, fo ift, wegen BG = BC, aud 
x BGC = x BCG; folglich X AGC >x ACQ@ und 
baher AC > AG b. h. AC> AD, 

LII. Zum 25. Sage. a) Dieſer Satz kann auf fols 
gende Irt bewiefen werden, ohne Nüdficht auf den 24. Satz, 
beijen Umkehrung er if. Man benfe ſich ein Dreieck bac, 
welches mit dem Dreiecke BAC (Fig. 247.) ba = BA, dann 

== AC, aber bc < BC hat, ſo ſoll x a < <A 
—* 
Man lege das Dreieck bac fo in die Ebene bed Dreiecks 
CBA, daß fich die gleichen Seiten ba und BA einander deden 
und daß der Punct c nach jener Seite von AB fällt, auf 
welcher fih CG befindet. Wird nun mit AC aus A ein 
Kreis befchrieben, deffen Bogen FCDG ift, fo muß die Seite 
ac von a irgendwo in biefen Bogen fallen. Fiele fie nun 
von C gegen G, etwa in D, fo ziehe man DE. Hier ift nun, 
wegen. AD —= AC, auch x ADC = X ACD. Allein X 
BDC < x ADC und x BCD > x ACD; folglich auch 
X BCD > x BDC und BD > BC. Es müßte daher auch 
be > BC feyn, waß der Annahme be < BC widerfpricht. 

b) Läge aber die Seite ac in AC, fo müßten ſich bie Dreis 
‚ ede bac und BAC einander deden, meil fie auch noch den 
Winkel BAC gemein hätten und ee wäre be = BC, da doch 
be < BC angenommen worden ift. 

Daher muß ac mit dem Yuncte e von C nach F in dem 
Bogen DCE eintreffen und folglich I bac < 3% BAC feym 

c) Wenn diefer Satz vor dem 24. Gage bewiefen wirb, fo 
kann biefer legtere fehr leicht Daraus abgeleitet merben. Es fei 
nämlich (Fig. 248.) in den Dreieden ABC und DEF die Seite 
AB=DE, AC=DF uw x Ben x EDF, fo ift BC 
> ER, 
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Drenn wäre niht.BC > EF, fo müßte entweder BC = EF 
oder BC <ERF feyn. In jenem Falle wäre ABCS A DEF 
und. BAC — 3% EDF,, : gegen die Borausfegung. In die ſem 
Falle wiirde (nach a.) 3X BAC < 3% EDE ſeyn, weldyes eben« 
falld der Annahıne widerfpricht, - | 

LIIL Zum 26. Sage. a) Diefer Sag behauptet bie Eon 
gruenz zweier Dreiede, weldye zwei Winkel und eine Seite, eins 
zein genommen, mit einander gemein haben, wobei zwei Fälle 
eintreten fönnen, je nachdem dieſe Dreiede eine Seite und die.’ 
zwei daran liegenden Winkel, oder eine Seite, einen daran 
liegenden und einen ihr gegemüberftchenden Winkel gemeinfchafts 
lich haben. 

1. Wenn in ben Dreieden ABC und DEF (Fig. 249.7 
BG=EF,xX B=XEund XACB=XDFE if, fo lege 
man jened Dreieck fo in die Ebene von dieſem, daß BinE, BA 
laͤngs ED und C auf eben die Seite von DE fällt, auf welcher 
fi) F befindet. Hier muß BC die EF vollfommen deden. Sollte 
nun die Seite CA nicht in FD fallen, fo müßte fie die Lage von 
FG oder von FH haben, wodurch X DFE < 3 ACB, oder 
3. DFE,> 3 ACB wäre, gegen die Borausfegung. Kolglich 
decken fid) die Dreiede ABC und DEF, 

1. Wäre aber in diefen Dreiecken ABC und DEF, auffer 
BC=-EFmWX<B=xcEndh xA=3xEDF, fo würde 
man jenes fo in die Ebene von Diefem legen können, daß B im - 
E, BC in EF und BA laͤngs ED fällt. Fiele nun die CA nicht 
auch in FD, fo müßte fie nach FH oder nadı FG fallen. Wäre 
jenes, fo würde C FHE>3 A, und wäre Diefes, fo würde 
3 FHE <xXA ſeyn C16. ©), gegen die Borausfegung. 

b) Wenn zwei Dreiecke zwei Seiten, einzeln genommen, 
und einen Minfel, welcher der ‘einen diefer Seiten gegenübers 
liegt, mit einander gemein haben, fo find fie nicht immer cons 
gruent, da aus diefen Stüden zwei Dreiede von verſchiedener 
Geſtalt und Groͤße gebildet werden koͤnnen. 

Es fei (Fig. 250.) ABE ein gegebenes Dreieck, ſo muß 
irgend 'einer feiner Winkel ein fpiger fogn. Es ſei XB<R, 
fo ziehe man aus A auf BE. das Loth AC, mache CD = CB und 
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ziehe AD, fo ift auch AD = AB. Daher tft hier ein zweites 
Dreief ADE entitanden, worin AD == AB, AE AE und 
XZE=XZEIif. Danın X ADE>Rundx ABE <R, auch 
beide Winfel der gemeinfchaftlichen Seite AE gegenüberliegen, 
fo haben beide Dreiecke, bei verfchiedener Größe ‚ auch vers 
fihiedene Geſtalt. 


Wäre nun zugleich beſtimmt, ob das Dreieck ‚ weldes AB 


nnd AE > AB gu Seiten amd dem x E zu dem einen Winkel 
hat, in Bezug aufden, der Seite AE gegenüberliegenden Winfel, 
ein ftumpfmwinfeliges fei oder nicht, fo würbe die Zweideutigfeit 
wegfallen und ed müßte im erften Falle das Dreieck ADE, im 
gweiten Falle das Dreieck ABE feyn. 
-: 0) Aus dem Bisherigen it Folgendes erwiefen, in Bezug 
anf die Gongruenz der Dreiede: 
. 4). Drei Seiten von beftimmter. Größe beffimmen die Natur 
eines Dreiedö, 
2) Zwei Seiten und der dazwiſchen liegende Winkel eben⸗ 
falle, 
3) Zwei Seiten und ein Winkel, welcher nicht der einge, 
fchloffene ift, beftimmen zweierlei Dreiede,. 
4) Eine Seite und die zwei baran liegenden Winfel beflims 
men nur ein Dreied, 
5) Eine Seite, ein anliegender und ein ihr gegenüberliegens 
, der Winfel ebenfalls, | 
6 Die drei Winkel eined Dreiecks beftimmen (wie weiter 
unten bewiefen wird) nicht ein einziges Dreieck, ſondern 
unzaͤhlig viele. 
LIV. Zum 27. Satze. Mit dieſem Satze beginnt 
Euclides bie Lehre von ben Parallellinien ‚ wozu folgende Er⸗ 
Härungen zu bemerken find, 


Menn zwei gerade; in einerlei Ebene liegende, Linien 


(Fig. 251.) AB und CD von einer dritten geraden EF in G und 
H gefchnitten werden, fo entflehen um jeden diefer Durchfchnittes 
yuncte vier Winfel, welche paarweiſe befondere benennt werden, 

Die Winfel ACH und GHD, fo wie auch die Winfel BGH 
and. GHC, welche zwifchen den Linien AB und CD, aber auf 
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entgegengefegten Seiten der fchneidenden Linien EF liegen, heiffen Ä 


Wechſelwinkel. 

Der Winkel EGB und EHD, fo wie auch XEGA und XERC, 
dann I FHD und 3<FGB, endlich X FHC und x FGA, melde 
aufeinerlei Seite der fchneidenden, theils auſſerhalb, theils inner, 


halb der gefchnittenen Linien fo liegen, daß feiner ber Nebenwinfel 


des andern ift, heiffen der Auffere und innere Winkel, 

Die Winfel BGH und GHD, fo wie AGH und 'GHC 
endlich, welche auf einerlei Eeite der ſchneidenden Linie und 
innerhalb der gefchnittenen Linien liegen, werden Die beiden 
innern Winkel genennt. 

b) Durch diefen-27. Satz iſt baher die Entſtehung der Paral⸗ 
lelen wiſſenſchaftlich nachgewieſen und ſomit die fruͤhere Wort⸗ 
erklaͤrung in eine Sacherklaͤrung verwandelt worden. Auch laͤßt ſich 
die Erzeugung dieſer Linien dadurch nachweiſen, daß man in einer 
geraden Linie zwei beliebige Puncte nimmt und aus ihnen zwei 
Lothe auf fie errichtet. Denn wenn (Fig. 252.) auf AB aus C und 
P die Lothe CE und DF errichtet werden, fo iſt nicht nur X ECD 
—XFDEZR, fondern auch, wenn man EC nadı G und FD 
. nad. H verlängert, X GCD=&XCDH—=R. Folglid find 
hier Die Wechfelwinfel ECD und CDH, oder GCD und CDF ein 
ander. gleid). 

c) Auch kann man fich ein gegebenes Dreieck Ki 253.) 
ABC noch einmal in umgelehrter Lage ald CDA conftruiren, wo 
. denn, danın IX ACB = 3 CAD und X BAC = X DCA ift, 
auch AD mit BC uyd AB mit DC parallel feyn muß. Dann 
fönnte dieſes Dreieck ABC noch jenfeits der Seite BC und jen⸗ 
feitö der Seite AB gelegt werden, um Parallellinien zu bilden. 

LV. Zum 28. Sage. Es find alfo. überhaupt zwei gerabe 
Linien mit einander parallel, wenn / 

1. Die Summe der beiden innern Winfel zwei rechte beträgt, 

2. Wenn des Auffere Winkel feinem innern gleich ift, und 

3. Wenn zwei Wechfelminfel einander gleich find. 


Auch findet man leicht, daß aus jeder dieſer drei Beding⸗ 
niſſe jede der zwei andern als Folge abgeleitet werben kann, fo- 


- wie jede derfelben durch Die biöherigen Säge einfach zu cons 
firuiren iſt. — 
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LVI. Zum 29. Sage. u) Der Beweis biefed Satzes 
beruht zum Theil auf der, als wahr erkannten, Behauptung des 
berüchtigten XI Euclidifhen Axioms und hat alfo nur 
dann volle Uebergeugungsfraft ‚ wenn man fie diefem XI 
Grundſatze zugeſteht. Was bereits oben (XXVI.) von demſelben 
im Allgemeinen bemerkt worden iſt, kann hier naͤher eroͤrtert 
werden; doch ohne Anſpruch auf Vollendung zu machen. 

Es ſei (Fig. 254.) AB dadurch mit CD parallel, daß 3 BGH 
+ ıGHD=AR ift, fo muß, wenn die GK einen beliebigen 
Winfel KGB mir GB bildet, nunmehr X KGH + &ı GHD 
<A2R fegn. Nun werden die Linien GB und HD, wenn jene 
noch fo weit über B, und diefe noch fo weit über D verlängert, 
wird, niemals zufammentreffen; allein GK ift gegen HD geneigt 
und wird fich bei ihrer Verlängerung über K der HD immer mehr 
und mehr annähern. Daher lehrt die Anfhauung, daß 
die verlängerte GE bie ebenfalls verlängerte HD einmal durch⸗ 
ſchneiden wird. 

b) Obfchon man geneigt fenn möchte, diefer Darftellung 
Beifall zu. fchenfen, fo kann fie Doc auf folgende Weife mehr 
begründet werden. Es fei (Fig. 255.) ZACD=Rund x A 
<R, fo muß das and C auf AB gezogene Loth CE zur Rechten 
von Ain AB; und das aus E auf CD gezogene Loth EF zur Rechten 
von C in CD eintreffen und fo fort von den dibrigen Lothen FG, 
GH, HJ, JIKu.f. f. Run ift aber AC> CE und CE >EF, 
folglich auch AC>EF und Die gerade Linie AB liegt in E näher 
bei CD ale in A. Auf ähnliche Art iſt auch EF > GH; GH 
>JKu.f.w. Daher nähert fi die gerade AB ber geraden 
CD in den Puncten E, G, J und in den folgenden immer mehr, 
je weiter fie verlängert wird. 

Eben diefes gilt auch von den gwifchen A und E, wiſchen 
E und G, zwiſchen G und Ju. f. f. liegenden Puncten. Es ſei M 
(Fig. 256.) ein ſolcher Zwifchenpunct, fo ziehe man das Loth 
MN und die Berbindungslinien CM und NE. Hier ift, wegen 
ZCEA=R, audı CMA>R, folglid AC> CM. Allein, 
wegen  MNC— Rift auch CM > MN; folglich muß AC> MN 
feyn. — Auf ähnliche Art ift, wegen 3X NEM R, audı MN 
> NE; aber NE >ERF, folglid auch MN > EF. ' 
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c) Da ſich nun die gerade Linie AB (Fig. 255.7 in allen 
Puncten von A bis J der CD immer mehr annähert, fo kann 
man wohl als Grundſatz annehmen, fie werde fich, bet ihrer 
| Verlängerung über J, nicht mehr weiter von CD entfernen Eins 
nen und ed werde fomit das willführlich gezogene Loth ST eben» 
falls < AG feyn. / 

d) Run fei (Fig. 257.) X ABC «R, Veit in beffen 
Schenkel BA, beliebig gewählter Punct und VN ein Loth auf BC, 
fo fann, wenn VH = BV gemacht und HP Iothrecht auf BG 
gezogen wird, die Linie NP nicht Fleiner als BN feyn. 

Denn wenn NV über T verlängert und aus H ein Loth HM 
auf NO gezogen wird, fo kann HM nicht größer ald PN feyn. 
Waͤre diefed, fo mache man ND == HM und ziehe DH, woburd 
3 HDN < R würde und HM nicht größer ale PN feyn kann Co). 
Daher muß <HM PN oder HH > PM. Allein da nun VH=VB, 
x HVM=3xBVN und x VMH= x VNB==R if, fo muß 
and A VME 55 A VNB und HM —NB feyn. Daher ift auch 
entweder NP = BN oder NP > BEN. 

e) Rimmt man nın HF = BH, fo wird eben fo bewiefen, 
daß GP == PB oder GP > PB ift. Es ift aber BF =4BV, und 
BG == 4BN oder BG >4BN, daher wird für 2 BF = 8 BV 
in BA eine Linie entftehen, welche entweder + 2 BG == 8 BN 
oder > 8 BN feyu wird. So wie alfo die Linien BV, BH, BF 
u. ſ. f. nach der Progreffion 1, 2, 4, 8... wachſen, ſo werden 
die ihnen entſprechenden Abſchnitte BN, BP, BG u. ſ. f. in eben 
biefer. Progreffion oder in einer noch ‚größern zunehmen. j 

f) Wenn a und b zwei gleichartige Größen find und a > b 
ift, fo gibt es, wenn b nach der Progreffion 2 b, 4 b, 8 b, 16 b 
u. f. f ohne Ende zunehmen fann, in diefer Reihe irgend eins 
mal ein Vielfaches von b, weldyes größer als a if. Denn weil 


b mit a verglichen werden kann, fo fei E = q wo q entweder - 


eine ganze Zahl oder eine ganze Zahl nebft einem eigentlichen 

Bruche ſeyn muß, welder <b ift. Hier wird nunb><q= au, 

Allein weil b ın dem Berhältniffe 2b, 4b, 8b... . zunimmt, fo 

gibt ed einmal ein Vielfaches von b, welches: größer als das 
Ä 17 





—— — — 
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q fache von b ift, und dieſes muß dann auch größer als a 
feyn. 

g) Wenn nun (Fig. 257.) X ABC <R und in einem 
willführlichen Puncte E des Schenfeld BC ein Loth auf BC 
errichtet wird, fo muß daffelbe, gehörig verlängert, den andern 
Scenfel einmal durchfchneiden. — Denn wenn man aus einem 
in BA willkuͤhrlich gewählten Puncte V ein Loth VN auf BC 
zieht, fo ift BN eine Linie, welche mit BE verglichen werben 
fann, ba, wenn diefe BE nach der Progreffion 1/, BE, 1/, BE 
1/, BE u.f. f. abnimmt, einmal eine Linie entfteht, welche Kleiner 
als BN if. Macht man mm VH = BV, HF = BH ı. f. f. und 
zieht aus den Endpuncten diefer Linien die torhe HP, FG u. ſ. w. 
auf BC, fo muß man auf BC einmal eine Linie wie BG erhalten, 
welche größer als BE ift cf). Allein jegt liegt der Punct E 
zwifchen G und B und ein aus E errichteted Loth muß, da eg 
weder in F eintreffen, noch die FG irgendwo fchneiden fann, 
zwifchen F und B in BF eintreffen, d. h. die verlängerte EP muß 
die BA: fchneiden. / 

h) Bon diefem Sage kann nun leicht die Anwendung auf 
- ben ftrengen Beweis des ejlften Euclidifchen Arioms gemacht 
werden. — Wenn nämlich die zwei innern, auf einerlei Seite 
ber fchneidenden Linie liegenden Winkel zufammen weniger als 
zwei Rechte betragen, fo koͤnnen drei Fälle Satt finden: 

1) Einer ift ein rechter, der andere ein foiger Winkel. 

2) Beide find fpige Winkel, 

3) Der eine ift ein ftumpfer, der andere ein ſpitzer Mintel, 
Kür 1) ift der Sag kurz zuvor (in g) bewiefen, 

Für 2) ziehe man von dem Scheitel des einen fpigen Winkels 
ein Loth auf die gegenüberliegende Linie, fo liegen an 
diefem Lothe zwei innere Winfel, wovon einer ein rechter 
und der andere ein fpiger ift, und es tritt wieder der 
vorige Beweis (g) ein. 
Für 3) Wenn aber (Fig. 258.) die AB und CD von der EF 
fo mn G und H gefdhmitten wird, daß X GHD>R, 
aber bennoh 2 GHD + X BGH < aR, fo ziehe 

man durch H eine‘ Linie JHK, woburh I BGH + X 


259 


GHK=.aR, fo {ft IK mit AB gleichlaufend. Wird 

nun von 'H auf GB das Loth HL gezogen, fo muß auch 

3 LHK = R fegn. Denn wäre X LHK<R, fo 

müßten LB und HK, über B und K verlängert, einmal 

"zufammentreffen (g) und koͤnnten nicht parallel feyn. 

Wäre aber x LHK R, fo müßte x LHJ <R feyu 

und die Linien LA und HJ müßten einmal nad A und J 

zufammenlaufen und wären ebenfalls nicht parallel. 

Danın x LHK=R if, fomuß XZLHED<R und 

folglich HLB + X LHD < 2a R feyn und die Linien AB 
und CD mäffen, über B und D verlängert , fih aud, einmal 
fehneiden. (8) 
1) Diefen Beweis‘ ded 11. Enclidifhen Grundfages 
hatte der Verfaſſer diefed bereitd vor mehr als zwanzig Sahren 
der vormaligen Departementalgefellfchaft der Wiffenfchaften 
und Künfte zu Mainz, melde ihn in ihre Mitte aufges 
nommen hatte, überfendet, Allein bald hat der Berfaffer mit 
Andern bemerft, auch diefe Theorie entfpreche deßhalb nicht der 
Aufgabe, die man fich als Zielpunct gewählt hatte, weil ein ' 
Huͤlfsſatz Cin c) nicht ausſchließlich durch ftreng .erwiefene 
Lehren der Geometrie, fondern zum Theil durch die blofe 
Anfhauung begründet ſei. Es foll naͤmlich der Beweis bee 
11, Grundfages des Euclides fo geführt werden, daß ber 
Beweisgrund nit auf der Anfchanung, fonbern auf ftreng 
bewiefenen Sägen ber Wiffenfchaft beruht. Es können hierzu 
nicht nur bie erfien 28 Säge der Elemente, fondern alle, 
welche aus ihnen abzuleiten find, benügt werden; fo, daß 
dem geometrifchen Forfchgeifte allerdings ein weite Feld zu 
neuen Unterfuchungen dargeboten wirb. 

k) Obwohl nun feit mehr ald 2000 Sahren von den 
fharffinnigften Geometern Verſuche erfchienen find, dieſe Aufs 
gabe zu Idfen, fo iff es, in dem vorhin brmerften Sinne, 
noch Keinem gelungen, den Sordifchen Knoten fo befriedigend zu 
entwideln, wie man dieſes, ohne einen Huͤlfsſatz der Anſchauung 
zu gebrauchen wuͤnſcht. 

Aeltere nnd neuere Schriften hieruͤber find folgende: 

17 * 
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4) G. 5. Klügel, Conatuum praecipuorum theoriam pa- 
rallelarum demonstrandi recensio. Göttingae, 1765. 30 p. 
Ato cum. tab. aen. 

2) Mathias Haufer, Analgtifche Abhandlung ber 
Anfangsgründe der Mathematif u. f. w. ar Theil, bie Meß⸗ 
kunſt. Wien, 1780, ©. 34. u. f. 8. 

3) J. 9 Lambert’S Theorie ber Parallellinien. Im - 
dem Leipziger Magazin für reine und angewandte Mathematik 
von Bernoulli und Hindenburg. 1786, 2tes Städ S. 137; 
Sted Stuͤck 325 u. f. 8. 

4) Joh. Schulz, Darftellung ber vollfommenen Evidenz 
und Schärfe feiner Theorie der Parallelen. Königsberg, 1786. 
8 Auch früher ſchon: deſſen entdedte Theorie der Parals 
lelen, Königsberg 1784. 8. 

5) Lazarus Bendavid, Lieber die Parallellinien. Sn 
einem Schreiben an Herrn Hofrath Karften. Berlin, 1786. 
8. Mit 1 Kupfertafel. 

6) Schübler, Verſuch der Einrichtung unferes Erkennt⸗ 
nißvermoͤgens durch Algebra nachzuſpuͤren. Leipzig, 1788. 

7) J. H. Voigt, Commentatio mathematica exhibens 
tentamen ex notione distincta et complela lineae rectae 
veritatem axiomatis XI. Euclidis demonstrandi. Jenae, 
1790, 34 p. 4. cum. tab. aen. 

8) J. G. Buͤſch, Auszug aus der Encyelopaͤdie der 
mathematiſchen Wiſſenſchaften. Hamburg, 1795. $. 10. u. f. 

9) Rehbein, Verſuch einer neuen Grundlegung der 
Geometrie. Göttingen, 1795. 

10) ER. B. Hauff, Neuer Berfuch einer Berichtigung 
der Euchidifchen Theorie der Parallelen. In dem Archiv der 
reinen und angewandten Mathematit von Hindenburg. 9tes 
Heft. Leipzig, 1799 ©, 74 u. f. 

Deffen Nachtrag zu feinem neuen Berfuche u. f. w. im 
soten Hefte diefes Archivs ©. 178 u. f. 

11) J.C. Schwab, Tentamen novae parallelarum theoriae, 
notione situs fundatae. Stuttgardiae, 1801. XXX et 25 
p- 8. c. tab, aen. 
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‚ 499 3 3. Hoffmann, Verſuch einer neuen unb 
gründlichen Theorie ber Parallellinien, nebſt Wiberlegung 
des Hauffichen Verſuchs m. ſ. f. Offenbach a. M., 1801. 48. 
S. 8. Mit 1 Tafel, 

13) A. Kircher, Nonvrelle theorie des parallöles, avec 
un appendice, contenant h maniere de perfectionner la 
theorie des parallèles de A. M. Legendre. A Paris, ı803. 
XII. et 64. p. 8. 

14) Grashof, "Theses sphaerolögicae, quae ex sphaerae 
notione veram rectae lineae sistunt definitionem, omnisque 
geometriae jaciunt fandamentum. Berolini, 1806. 

15) 3.9. 3. Hoffmann, Critik der Parallelens Theorie. 
Siena 1807, XIX. u. 276 S. 8 mit 10 Kupfertafeln. Diefe 
Schrift enthält die Darftelung und Eritif der Parallelenichre 
von Elavins, Prockus, Hauff, Boffüt, - Käftner, 
Simfon, Lacroir, Lorenz, Segner, Naffarebdin, 
Kirhner, Schmidt, Legendre, Schwab, Tacquet, 
Hindenburg und vom Verfaſſer. 

16) E. Hauff, Euclids Elemente, das erſte bis zum 
fechſten, ſammt dem eilften und zwölften Buche, u. f. f; 2te 
kluflage. Märburg 1807. Der Anhang enthält S. 347 - 
869 eine neiie Theorie der Parallelen. 

17) Scheibel, zwei mathematifche Abhandlungen. I. Vers 
theidigung der Theorie der Parallelen nach dem Euclides. 
Breslau, 1807. 

18) Ferb. €. Ghweitärt, die Theorie ber Paralleliinien, | 
nebſt dem’ Vorfchlage ihrer Verbannung aus ber Geometrie, 
Sena und: Leipzig 1808. 138 ©. gr. 8. Mit 5 Kupfertafeln. 

19) &. ©. Duprier, Theorie der Parallelen ald Anfüns 
bigung eines nenen Verſuchs über das Erkenntnißvermögen. 
Leipzig 1808. 55 S. 8; Mit 1 Tafel. 

20) J. C. Schwab, Essai sur la situation, pour servir 
de supplement aux principes de la Geometrie. Stuttgardt 
1808. 51 p. 8. 

21) I 5. Duttenhofer, Berfuch eines firengen Des 
weifes der Theoreme von den Parallellinien u. ſ. w. Stutt⸗ 
gardt 1813. 24 ©. 8. Mit 1 Tafel. 
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22) Ehr. AL. Herrmann, Berfuc einer einfachen Bes 
gruͤndung des XI Euclidiſchen Arioms m. f. f. Frankfurt 
a. M. 1813. 4. Mit 2 Kupfertafeln. 

23) J. C. Schwab, Commentatio in primum Elemen- 
torum Euclidis librum, qua veritatem Geometriae princi- 
piis ontologieis niti evincitur, omnesque propositiones, 
axiomatum geometricorum loco habitae, demonstrantur. 
Stuttgardiae ı814. 67 p. c. ı tab. 

24) Matth. Metternich, Volſtaͤndige Theorie der 
Paraͤllellinien u. f. w. Mainz, 1815. XIV. und 44 ©. gr. 8. 
Mit 1 Kupfertafel. — Deffen Nachtrag zur vorgedachten 
Theorie. 16 ©. 

25) J. A. P. Buͤrger, Vollſtaͤndige Theorie der Paral⸗ 
lellinien. Nebſt Anmerkungen über. andere bisher erſchienene 
Parallel⸗Theorien. Karlsruhe 1816. XIL und 35.9. 8. Mit 
1.Tafel. 

26) 9. 8. Crelle, Ueber Parallelens Theorien und das 
Syſtem in der Geometrie. Berlin, 1816. 113 S. 8. Mit 
4 Tafeln. 

IE... H. Vermehren, Verſuch, die kehr⸗ von den 
parallelen und convergenten Linien aus einfachen Begriffen 
vollſtaͤndig herzuleiten und gruͤndlich zu erweiſen. Guͤſtrow, 
1816. 26. ©. 11. 8. Mit 2 Tafel, 

28) F. L. Wachter, Demonstratio axiomatis geometrici 
in Euclideis undecimi. ‚Gedani, ı8ı7. 16 p. -. 

Deffen Aufſatz hierüber in der Zeitfchrift für Aſtronomie 
und verwandte Wiſſenſchaften. B. IL, m. P. 1816.. 

29) C. F. H. Euclid’s eilfter Grundſatz als Lehrſatz be⸗ 
wieſen. Hamburg 1818. 8. S. 4. 

30) C. W. Heßling, Verſuch einer. ZTheorie der Paral⸗ 
lellinien. Halle, 1818. XXXXVI. und 223 ©, gr. 8. Mit 
5 Tafeln. Diefe Schrift enthält S. 1—73 Verfuch einer 
Theorie ber Parallelinien; S. 74—136 Grundfäge zu dere 
felben; S. 137 —215 Beiträge zur Verhältnißlehre,. und ©. 
216—223 Zufammenftellung deffen, was in Eucl. Elem. B. J. 
über den Parallelismus vorgetragen worden if, 
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313 S. Ohm, Grundlinien zu eines: zweckmaͤßigen Bes 
handlung der Geometrie, Erlangen, 1817. ©. 91. 

323) König, supplementa in Euclidem. , Utini, 1819.. 

33) A. F. Luͤdicke, DBerfuch einer neuen Theorie ber 
Parafleflinien,: im Zufammenhange mit den Grundlehren ber 
Geometrie dargeftellt. Meißen ‚41819. 16 ©. Br. 8 Mita 
Tafel, - | 

34) J. W. M uͤller, Ausführliche enidente Theorie der 
Parallellinien. Rürnberg ‚1819. 79 ©. gr. 8. Mit 1 Kup 
fertafel. 

.35) M. Ohm, aritiſche Belenchtung der Mathematit. 
Berlin, 1819, 

36) K. 8%. Struve, Theorie ber Parallelinien. Könige“ | 
berg, 1820. X. und 36 ©. gr. 8. . Mit 19 eingedrudten 
Holzſchuitten. 

37) J. A. P. Buͤrger PR ‚Bolftänbige Theorie der Parals 
lellinien u. f. f. 2te mit Erläuterungen vermehrte Ausgabe. 
Carlsruhe 1820. XVI. und 53 ©, gr. 8. Mit 1 Tafel. 

38) M. Creiznach, Abhandlung über den XI. Euclibis 
chen Grundfag in Betreff der Parallellinien. Nebſt einem 
neuen DBeweife des 28. ©. im XI. Buche der Elemente. 
Mainz, 1821. 28 ©. 4. Mit 13 eingebrudten Holzfchnitten. 

39) I. €. Küfter, Verſuch einer neuen Theorie der. Pas 
rallelen. Mit einer Vorrede vom Hofrathe Baͤhrens. Hamin, 
1821. 38 S. Mit 3 Kupfertafeln. 

40) B. F. Moͤnnich, Ein Verſuch, die Theorie der Pas 
sallellinien anf einen Grundbegriff der allgemeinen Größen» 
lehre zurüczuführen, Berlin, 1821. 56 ©. 8. Mit 2 Tafeln. 

41) C. Hauff, Nova rectaram parallelarum theoria. 
Editio altera supplementis aucta. Francof. ad M. ı8ar. 
VIII. et 86 p. h. Sect.-.I. theoria re&tarum parallelarum e 
contemplatione trigoni aequilateri deducta; sect. II. th. 
rect. parall. e contempl. quadrati et sect. III. e contempl. 
circuli deducta. 

42) Fries, Mathematifche Naturphilofophie, nach phi⸗ 
loſophiſcher Methode bearbeitet, deldeihers 1822. ©. 355 
u. f. 
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43) Math, Metternich, Vollſtaͤndige Theorie ber Par 
rallellinien, oder geometrifcher Beweis des eilften Euclibifchen 
Grundfages. 2te umgearbeitete Auflage. Mainz, 1822 XX. 
und 4141 S. 8 Mit 1 Tafel, 

44) &. 3. Müller, Theorie der Parallelen. merdetz, 
1822. IV. und 40 S. 4. Mit 1Tafel. 

45) Dan. Huber, Nova theoria de parallelarum Tinea- 
rum proprietatibus. Basilea, 1825. 4o p. 8. cum ı 
tabl. 

46) F. G. L. Wahl, Dissertatio mathematica symbulas 
ad epicrisin theoriarum parallelag spectantium sontinens, 
Partie. I. Insunt IV. theoriae earumque censura (Theoria 
Voigtiana, Langsdorfiana, Thibautiana et Anonymi) Jenae, 
1823. VIIL et 44 p. 4. | 

47) Andr. Jacobi, De undecimo Euclidis Axiomate judi- 
cium, cui accedunt pauca de:triseotione anguli. Jonas, 1824, 
54. 4. cum ı tab. 

48) F. A. Taurinus, Theorie der Parallellinien. Köln a. 
Kh., 1825. XIV u. 93. S. 8. Mit drei Steintafeln. — 

Deffen Nachtrag zur Theorie der Parallellinien. 1825. 
8 S. mit ı Tafel, 

.49) 5.9. Hegenberg, Vouſt aͤndige ‚ auf bie Sefannten 
Glementarfäge von den geraden Linien und Winkeln gegründete 
Theorie der Parallelen. Berlin, 1825. 46. ©. 8. Mit einer 
Tafel. 

- 50% 8. Müller, Neue: Beiträge zu ber Parallelen⸗ 
Theorie, den Beweiſen des Pythagoraͤiſchen Lehrſatzes und den 
Berechnungsarten der Pythagoraͤiſchen Zahlendreiecke. Augs⸗ 
burg und Leipzig, 1826. 91. ©. 8. Mit einer Tafel, - 

Noch bemerfe man 

51) C. Eichler, Disputatio detheoria parallelaram Sehul- 
siana, Lipsiae, 1786, 

523) Bemerkungen über bie Theorieen ber Parallelen. ber 
Herrn Schulz, Genfichen und Bendavid. Libau, 1796. 

53) Foitius, Peroursio conatuum demonstrandi paral. 
lelarum theoriam, de iisque judioium. Göttingas, 1804. 
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ss) Chr. Ad. Koch, Ueber Parallellinien. Ein Verſuch, 
dem ÜUrtheile Sachlundiger gewidmet. Hamburg, 1827. 12. © & 
Mit eingebrudten Holsfchnitten. 

55) A. Neubig’s Parallelen» Theorie. Baireuth, 1 1328. 8, 

I) Da alle diefe Verfuche, in Bezug auf die firengen Fode⸗ 
sungen, weldye man an-fie macht, mehr ober minder unvoliftänbig 
find, fo entfteht die für die Geometrie fehr wichtige Frage: 
Iſt die Lehre von den Parallellinien, mit ihren gefammten Folge⸗ 
zungen aus ihr, überzeugemd-bewiefen, oder nicht? Alle Geo⸗ 
meter antworten; fie ift ed; denn fonft würde nicht nur ber größte 
Theil der Geometrie, fondern viele Theile der Mathematik und 
Phyſik überhaupt unvollftändig und mangelhaft feyn. — Wen 
nun ferner ſtreng nachzumeifen ift, daß alle biöher erfchienenen 
Berfuche, die Parallelens Theorie ohne Beihülfe ber A» 
fhauung zu begränden, mißlungen find, fo kann die Ueber⸗ 
zeugung der Geometer nur auf der unerfchlitterlichen und volle 
Gewißheitgewährenden Anfchauungs⸗Erkenntniß beruhen. Allein 
nicht jede anfchanliche Darftellung gewährt hierbei volle Ueber⸗ 
geugung, fondern nur jene, welche ſich an die, von allen Geo» 
metern als nothwendig zugeflandenen, Grundanfchauungen der 
Raumlehre am Einfachften anfchließet. Die Geometrie vereinigt 
in fi) das Element der finnlichen Anfchauung mit dem Elemente 
Des Iogifchen Denkens. Meder das vloße Anfchauungsvermögen, 
noch der bloße Verſtand Tann eine geometriſche Wiſſenſchaft er⸗ 
zeugen, ı und das anfchauliche Fundament der Geometrie ift durch⸗ 
au indemonftrabel, da ed den Grund feiner Meberzeugung in ſich 
felber trägt. So ſcheint nun auch die Parallelenlehre nicht ohne 
Hilfslehren der Anſchauung dargeftellt werden zu Yönnen. Man 
fehe meine Abhandlung: Ueber das Verhaͤltniß des Parallelen, 
Problems zur Elementars Geometrie, in den vermifchten 
Auffaͤtzen aus dem Gebiete der Phyſik, Philofophie und Mathe⸗ 
matik; Franffurt a M., 1826. ©. 340 uf. 

m) Noch theilen wir folgende Rechtfertigung bes eilften 
Euclidifchen Grundfages mit. Es fei (Fig. 259.) ACB—R und 
MN eige willführlich gegebene gerade Linie Macdt man CE = 
EF = CD = DG == MN und zieht DE und GF nebft dem auf 
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GEF au8C errichteten othe COH ‚ fs iſt DE> CE und GF>CF; 
folglich auch 1/, GF oder FO > 1/, CF oder CE, d..FO>>MN. 

Wenn daher auf dem Schenkel eines halben rechten Winkels 
HCB ein Segment-CE, welches doppelt’fo groß als eine willführ« 
lich gegebene Linie MN ift, genommen und aus F das Loth FO 
auf den andern. Schenfel CH. gefällt mirb, fo muß dieſes Loth 
größer als jene gegebene Linie feyn. - -- . 

n) Es ſei nun CFig. 260:) U. QCL = 14 R,' ſo wird, 
wenn man CK = 4MN nimmt und das Loth KS zieht, dieſe KS 
> 2MN ſeyn. Madıt man nun.:QP:== CK, zieht PK: und anf 
fie aus C das Loth CNM, ſo iſt KP>KS, folglich 1/, KP;oder KN 
> 1/,KS.. Allein 1, KS > MN, folglich auch KN > MN. 

Wenn daher in dem Schenfel eines Winfeld MCL = ıY,R 
ein Segment’ CK’ 4:MN genommen und das Loth KN auf den 
andern Schenkel gezogen wird, ſo iſt daſſelbe auch arößer als 
MN. 

Segt man biefe Halbirungen ber Wintel und dieſe Conſtruc⸗ 
tionen der Lothe auf aͤhnliche Art fort, ſo ergibt ſich, daß fuͤr 
ein Segment == SMN: und einen Winkel = 1), R; für ein Seg⸗ 
ment=16MN N und. einen Binfel =1/6R und Überhaupt für ein 


Segment = zn > MN und. einen Winkel = _R (wo n jede 


‚Potenz von a darſtellt) es jedesmal. ein Loth gebe, welches > MN 
iſt. Da nun die Halbirungen nad) dem Geſetze /,R, Y,R, 1/4 R, 


YyıpR.... IR einmal zu einem Winkel führen, welcher kleiner 


als jeder angegebener iſt, ſo iſt hierdurch folgender Sap bewiefen: 
Es gibt in Dem Schenkel eines jeden. fpigen Winkels, welcher 


> | 
= — zR ift, einen Punct, aus welchem ein Loth auf den andern 


Schentel errichtet werben kann, welches größer als jede ange 
gebene endliche Linie if, | 


0) Wäre aber der gegebene Winkel nicht = Zr, fo fet 


1 
(Fig. 261.) 3X BCE derſelbe; und X DCE = zu. Nach dem 
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Vorhergehenden gibt ed-für ein Segment CG.ein Loth CF’, welches 
größer als die angegebene Linie if. Nimmt man nun CA ==> CG 
und sieht. dad Loth AH,. fo Eann. baffelbe, wie man leicht eins 
fisht, weder nach AM, noch. nach der verlängerten AG in N, 
noch von A nach F fallen, ſondern muß: zwiſchen F und C eite 
treffen. Wird nun GH gegogen, fo entficht bad Dreied ACH, 
worin X HGA > X HAG, folglih AH >-GH.if. Denn 
öX. CAG X. CGA, aber Z:AGCH.>.%x CGA und x HAG 
"<.3Xx.CAG. Da nun GH.> GF, fo ift.aud AH > GF. 

p) Diefer, für die Lehre yon den Parallelen wichtige Sag 
ift von dem DVerfaffer dieſes zuerft ſtreng erwieſen (Critik ber 
Parallelen» Theorie. 1807. S. 267 u. f.) und dan. nad Ihm in. 
andern Schriften aufgenommen worden. . Eine Anwendung zur 
Löfung des berüchtigten Problems ift folgende: 

Es werden (Fig. 262.) die Linien AB und CD von ber drit⸗ 
ten EF in G und H fo gefchnitten, daß 3 BGH + X GHJ 
. <aR, ade XBGCH=R und X CHI BR iſt, fo lege man 
an HJ einen Winfel JHD, woburd & BGH +3 GHD=.2R 
wird und HD mit GB parallel ſeyn muß. Da nun XIHD<R 
iſt, ſo werben die aus a, b, c u. ſ. f. auf HD errichtete Lothe 
ad, bm, en u, f. w. nicht nur immer größer, je weiter bie in 
HJ liegenden Puncte von H entfernt find, fonderu es muß einmal 
ein Loth geben, welches größer ift als jede gegebene gerade Linie; 
Da aber der Abftand der-beiden Parallelen AB und CD in allen 
Puncten ein beflimmter und endlicher ift, fo muß eines 
jener Rothe einmal größer als dieſer Abftand werben und folgs 
lich die Linie AB in ihrer Verlängerung burchfchneiben. 

Penn nun diefer Durchfchnitt einmal bewiefen ift, fo faun 
das Euclidifche Ariom in feiner ganzen Allgemeinheit, wie 
oben Cin h) dargethan werben. 

LVII. Zum 30. Sage. Hier liegt die Vergleiche Parals 
Iele zwifchen den geraden Linien AB und CD. Sie könnte fich aber 
auch auf einerlei Seite derfelben befinden. 

Penn AB fowohl ald EF mit CD gleichlaufend find, fo muß 
auch AB mit EF parallel feyn. Denn wenn die fihneidende MHN 
gezogen wird, fo if x MGB = & MKD; fo wie auch 3< MHF 


. 


= %X MKD. Folglich mß X MGB = 3% MHF und baber 
Die AB mit EF- parallel feyn. 

LVIII. Zum 31. Sage. a) Es wird bei diefer Aufgabe 
vorans geſetzt, daß ſich ber gegebene Punct nicht in ber Ver⸗ 
längerung der gegebenen Linie befindet. 

b) Anch tönnte (Fig. 263.) AD auf BC lothrecht und bau 
auf DA durdy A die EF Iothredyt errichtet werben. 

c) Kerner könnte man die DA Aber A nah. M wiltährtic 
verlängern, X MAF = X MDC machen und EF ziehen. 

d) Daß aber durch ben Punct A nur eine Parallele mit 
BC möglich if, folgt daraus, daß, wenn EF mit BC gleich⸗ 
laufend iR, nun X FAD + XADC=aR feyn muß. Wäre 
auch noch die JAH mit BC parallel, fo müßte auch 3 MAD 
+ 3ADC= K feyn und e6 wäre x FAD= 3% HAD, was 
unmöglich iſt. 

LIX. Zum 329. Satze. a) Andy koͤnnte durch A(Fig. 264.) 
mit BC die DE parallel gezogen werden, wodurch 3 DAB 
== X ABC und X EAC = 3% ACB if. Da nun x DAB 
+ xBAC + XEAC=R, fo muß aud) X ABC + 3<BAC 
+ 3x ACB = aR ſeyn. 

b) Wuͤrde dieſer Sag unabhängig von der Parals 
lelenlehre erwiefen, fo könnte man hierburd; das Problem 
ber Parallelinien vollfommen, fo wie ed gefobert wird, aufs 
loͤſen. Diele haben jenes verfucht; allein Keinem iſt der Beweis 
gelungen. 

c) Wenn in dem gleichſchenkeligen Dreiecke einer ber gleichen 
Schenkel über deifen Spige verlängert wird, fo ift der eiitſte hende 
Auſſenwinkel noch einmal ſo groß, als einer der Winkel an der 
Grundlinie. Soll daher ein Winkel gefunden werden, welcher 
ber Hälfte eines gegebenen CAB (Fig. 265.) gleich iſt, fo ver⸗ 
längere man CA über A, nehme AD = AB und ziehe DB, fo 
RXCD=xXB=y,3 CAB. 

d) Im gleichfeitigen Dreiede beträgt jeber Winkel 2% 
des rechten Winkels. In dem rechtwinteligen Dreiede find die 
zwei fpigen Winkel 'zufammen = R, und wenn bad rechts 
winfelige Dreieck zugleich auch gleichſchenkelig iſt, ſo iſt jeder 
ſpitze Winfel R. 
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e) Wenn in einem Dreiede die Größe eined Winkels 
- bekannt ift, fo kennt man auch Die Summe ber zwei übrigen 
Winkel. Und wenn in zwei Dreieden ein Winkel gemeins 
fchaftlich ift, fo muß die Summe ber zwei übrigen ebenfalls 
in beiden biefelbige feyn. - 

f) Wenn man in dem gleichfeitigen Dreiecke von ber 
Spige ein Loth auf die Grundlinie zieht, fo entftehen zwei 
Dreiede, worin ber größte Winkel = R, der mittlere = /,R 
and ber Fleinfte = iſt. Auch if in diefen Dreieden eine 
Gathete die Hälfte der Hypotenufe. Und wenn umgekehrt in einem 
rechtwinkeligen Dreiede eine Gathete die Hälfte der Hypotenuſe 
ift, fo ift der eine fpige Winfel 1/, des andern. 

g) Soll an dad Ende A (Fig. 266.) einer geraden Linie BA 
ein Loth auf fie errichtet werden, fo nehme man AC willführs 
lich, befchreibe das gleichfeitige Dreied ADC, verlängere CD 
über D bi8 DE = CD ift und ziehe EA, fo ift diefe ſenkrecht auf 
AB. Denn ZDAC=XADC=Y,R. Allein EAD=1/,R; 
folgih ZEAC=YR+YR=R. 

LX.. Zum 33. Sage. a) Durch bdiefen Sa wird bie 
Worterflärung des Parallelogramms zu einer firengen Sach⸗ 
erflärung. Denn man fieht, wie ein Biere entftehen kann, 
worin die gegenüberliegenden Seiten einander gleich und mit eins 
ander parallel find. Ein foldyes Biere wird aber ein Paral⸗ 
lelogramm genennt. | 

b) Die Gleichheit der ſich entgegenftehenden Seiten und ihr 
Parallelismus find fo innig mit einander verbunden, daß aus 
jener diefer und aus dieſem auch jeme hervorgeht. Es fei naͤm⸗ 
lih BA = DC und BD CA, fo muß, weil BC = BC ift, 
au ABACSA CDB, folglich x ABC = 3 DCB und fomit 
BA mit DC parallel feygn. Wegen x BCA = X CBD ift audy 
- "AC mit BD gleichlaufend. 

Umgekehrt folgt aus dem Parallelismus von BA und DC 
Die Gleichheit der Winfel ABC und DCB, wodurdy, wegen BC 
== BC, wieder A ABC 55 A DCB und fomit BA = DC und 
AC=BD if. 
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c) Werben zwei congruente Dreiede, wie ABC und DCB 
fo an die gemeinfame Seite BC gelegt, daß die Scheitel der ihr 
gegenüberliegenben Winkel A und D auf entgegengefegten Sei» 
ten dieſer BC und eben fo auch die gleichen Winkel ACB und DBC 
an entgegengefetten Endpuncten diefer BC liegen, fo muß eben« 
falls hieraus ein Parallelogramm ABCD entfiehen. — Da aud 
AC an DB und BA an CD gelegt werden fönnte, fo werben auch 
hierdurch zwei Parallelogramme gebildet. 

d) Denft man fi nun (Fig. 267.) ein gleichfchenfeliges 
rechtwinfeliged Dreied ABC, welches auf vorbemerfte Art (c.) 
nach ADC gelegt wird, fo ift daß hierdurch entftehende Paralles 
Iogramm ABCD ein Quadrat, weil nicht nur x B== 3 BCD 
= D=DAB=R, ſondern uh AB=BGC=CD=DE 
it. — Wäre (Fig. 268.) das gleichfchenfelige Dreieck EFG bei 
F ftumpfwintelig, fo entftände die Raute EFGH, worin x F 
=XH; xFEH=xFGHwWdEF=FG=GCH=HE if. 

e) Aus dem rechtwinfeligen ungleichfeitigen Dreiede JKL - 
(Fig. 269.), worin JK > KL iſt, entfteht auf ähnliche Art das 
Rechteck JKLM, in welchem JK = ML, JM = KL und X JI 
=ıxK=xL=3xM if. — Sft aber ein Dreied (Fig. 270.) 
NOP gegeben, worin NO >OPıw XKO<Roer 0 
>R ft, fo entfpringt hieraus die Ahomboide NOPQ, worin 
NO=0P, NX=OP,x0=XQ, xXQNO=XOPO if. 

f) Daß ed nur viererlei Arten von Parallelogrammen 
geben kann, läßt fich num leicht eiifehen. Denn entweder find die 
zwei Seiten, welche einen Winkel deffelben einfchließen, einander 
gleich, oder fie find ungleich. In jenem Falle entficht, wenn 
der Winfel, welchen fie bilden, ein rechter ift, das Quadrat, 
und wenn derfelbe fchief Cfpig oder ſtumpf) ift, die Raute. In 
diefem Falle entfpringt, bei einem rechten Winfel, das Rechte, 
und bei einem fchiefen Winkel die Rhomboide. Ein fuͤnfter Fall 
ift unmoͤglich. | 

g) Auch geht aus dem Bisherigen die Conſtruction bes Pas 
ralleltrapez hervor. Wenn man nämlid) die Endpuncte zweier 
ungleichen Parallelen an einer Seite mit zwei geraben Linien vers 
bindet, fo entſteht dieſes Viereck, welches einige Uebereinftims 
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mung mit dem Parallelogranme hat. Es fei (Fig. 271.) AB mit 
CD gleichlaufend, aber AB < CD, fo ift ABDC ein Parallels 
trapez. Auch fann hier AC nidht mit BD gleichlaufend feyn; 
Denn wäre diefed, fo müßte, wenn BC gezogen wird, 3 ACB 
— &,DBE und folglid A ABC SS A BCD, baher auch AB 
= CD feyn, gegen die, Boraudfegung. | 

b) Das gewoͤchnliche Trapez entſteht auf folgende Weiſe 
Es ſei (Fig. 272.) ABCD ein Parallelogramm. Man verlaͤngere 
zwei Parallelſeiten DA und CB über A und B nach E und F, 
nehme in der Ebene EABF einen willführlichen Punct H und ziehe 
AH und HB, fo ift AHCD ein foldyes Trapez. Denn da es durch 
A nureine Parallele AB mit DC und durch C nur eine Parals 
lele CB mit DA gibt, fo kann AH nicht mit DC und CH nicht 
mit DE gleichlaufend ſeyn. — Nimmt man den Punct J inners 
halb des Parallelogramms, fo entfteht das Paralleltrapez DIBC, 
und, wenn diefer Punct J in der Ebene des Dreiecks BDC liegt, 
ein Viereck mit einem einwärts gehenden Winfel. 

i) Auch Eönnen die Parallellinien nun ale gleichweits 
abftehende erwiefen werden. Es fei (Fig. 273.) AB mit CD 
gleichlaufend und von bem willführlichen Puncte M bag Loth MN, 
von F bad Loth FH auf CD gezogen. Hier iſt, wegen X MNH 
= FHN, aud; MN mit FH parallel, folglich, wenn MH ges 
zogen wird, X NMH = 3X MHF. Da aber audy x NHM 
= & FMH if, fp muß ANMH A FHM und daher MN 
. = FH ſeyn. Da biefer Bemeid nun ebenfo von allen Übrigen 
Puncten in AB und CD gilt, fo find Parallelen auch gleichweit⸗ 
abftehende Linien. Wenn iaher die Linie MN unter dem Winkel 
MNC=3XMND=ER ſich mit dem Endpuncte N und, in einerlef 
Ebene bleibend, von N nad. D bewegt, fo befchreibt ihr anderer 
Endpunct M eine gerade Linie MB, welche mit CD 'gleichlaufend 
iſt. — Durch Hilfe dieſes letztern Satzes, welcher aber unab⸗ 
haͤngig von der Parallelentheorie bewieſen werden muß, haben 
Mehrere es verſucht, dieſe Lehre vollkommen befriedigend zu ents 
wideln, was Ihnen jeboch nicht in dem Sinne gelungen ift, wie 
‚man es fodert. 
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LXI. 3Zum 34. Sage. a) Diefe Behanptung ſetzt als 
Theſis das Dafeyn eines Parallelogrammes voraus. 
Euclides verfteht in diefem Sage unter Parallelogramm jenes 
Biere, in welchem die fidy entgegenftiehenden Seiten mit eins 
auder gleichlaufend find, ohne bie Gleichheit diefer Seiten oder 
jene der ſich gegenüberliegenden Winkel dabei vorauszuſetzen. 
Ein Parallelegramm in dbiefem Sinne kann nun folgenders 
geitalt conftruirt werden. Man lege an BC in B. die BA unter 
einen beliebigen Winkel und in C bie CD fo, daß x BCD 
— 3 CBA ift. Wird nun dur) B eine beliebige gerade Linie 
BD und durdy C die CA mit DB gleichlaufend gezogen, fo ents 
fieht ein Biere, worin BA mit DC und BD mit AC parallel - 
it. — Daß nun in einem folchen Bierede die Gegenfeiten 
und Gegenwinkel einander gleich find, wird vollflommen ſtreng 
in dem 34. Sage bewiefen. 

b) Diefed Parallelogramm ABDC wird indeffen von ber 
Diagonale BC nicht bloß halbirt, fondern in zwei unter fich cons 
gruente Dreiede BAC und BDC getheilt. Wie umgefehrt aus 
zwei congruenten Dreieden ein Parallelogramm entfichen Tann, 

ift bereitö oben (LX, c.) entwidelt worden. j 
| c) Auch läßt fich Teicht umgekehrt zeigen, daß, wenn in dem 
Vierecke BACD die Eeite BA = DC und BD = AC ift, nun 
auch BA mit DC und BD mit AC yanallel, fo wie auh A 
= D und x DBA = %& DCA feyn muß. 

d) Allein wie folgt aus der GJeichheit der Gegenwinkel eines 
Vierecks, die Gleichheit feiner Gegenfeiten und ihr Parallelies 
mus? Es fei C Fig. 274.) BACDgein ſolches Viereck, worin 
XBDCM X A und X DBA=3CDCA if. Ziehtman BC, 
“ fo entftehen die beiden Dreiede DBC und BCA und es ift 2 
XBDC + 2 &XDBA=AR. Zieht man nun aus B auf DC 
das Loth BE, madıt EF = BE und zieht DF, fo ift x BDF 
== 2 3% BDC und wenn ED über D nadh G verlängert wird, fo 
muß 3 BDG = XFDG feyn. Da aber 2 X BDC + 2 xBDG 
AR, fo ift aud) X BDG = % DBA und daher BA parallel 

mit DC, woraus denn fowohl die Gongruenz der Dreiede DBC 
und BCA, als auch der Parallelismus von BD und AC folgt. 


Grundlinie hat. 
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Wenn das Loth BE in D oder von D nad G rat, fo 
wird der Beweis auf Ähnliche Art geführt. 

Um ein folches Viereck zu conftruiren, worin x BDC — 
X A und X DBA = x DCA ift, darf man alfo nur eines 
beliebigen Winkels BDC Schenfel CD über D verlängern und 
nun fowohl den Winfel DBA als DCA dem Winkel BDG 
gleich machen. 

e) Die Wahrheit des vorigen Sapes laͤßt ſich auch auf Diefe 
Weiſe erkennen. Wenn in dem Vierecke ABCD (Fig. 275.) X 
A=xCcCwxc D=xB if, fo muß auch, weil die 
Summe diefer vier Winkel auch vier rechte beträgt (wie eine Diagos 
nale AC oder BDIehrt I X A + 3D=2R und folglich AB mit 
DC gleichlaufend ſeyn. Ebenfo iſt auch xXD+XC=2Rum 
AD parallel mit CB. Hieraus folgt nun das Weitere von ſelbſt. 

LXII. Zum 35. und 36. Sage, a) Auffer der bier von 
Euclides bemerkten Lage der beiden Parallelogramme koͤnnen 
befanntlich noch die beiden folgenden (Fig. 276 und 277.) Statt 
finden. Dort ift BD, ald Diagonale des erften Paralleles 


grammes ADCB, zugleich auch Seitenlinie deö zweiten DFCB. 


Hier aber fällt BE, ale Seitenlinie dee zweiten, fo, daß fie aus 
dem erfien ein Dreieck AEB und ein Paralleltrapezg EDCB bildet. . 
Im erften Falle it A ADB SS A DBC und eben fo auch 
ADFCS A DBC; folglih,auh AADB+ ADBEC= A 
DFC + A DEC. 
\ Sm -zweiten Falle if, wegen AB = DC; EB = FC 
und-AE = DF, auch A EABSA FDC; folglich auch A 
EAB + DEBC = AFDC'+ DEBC. 

b) Diefer 35. Sag kann auch fo ausgedruͤckt werben: 
Parallelogramme, welche auf einerlet Grundlinie ſtehen und 
gleiche Höhe haben, find gleich an Fläche. Denn Parallellinien 
find gleichweit abftehende Linien, 

.c) Auch ift ed Jeicht, jedes ſchiefwinkelige Parallelogramm 
in ein ihm gleiches Rechteck zu verwandeln, welches auf der⸗ 
ſelbigen Grundlinie ſteht; eben ſo auch in ein anderes, welches 
einen gegebenen ſpitzen oder ſtumpfen Winkel und biefelbige. 
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d) Auch laͤßt fich folgender Sag leicht beweifen: Wenn 
zwei gleiche Parallelogramme auf einerlei Grunblinie ftehen, 
fo haben fie auch einerlei Höhe. Es fei (Fig. 278.) ABCD = 
EFCD und beide auf der Grundlinie DC ftehend, fo haben 
beide andy einerlei Höhe. Wenn dis über B verlängerte AB 
nicht in bie EF fällt, fo muß fieunter EF, wie JK oder über 
EF, wie GH fallen. Im erften Falle wäre JKCD = ABCD 
und folglih au JKCD = EFCD, welches unmöglich if. Im 
zweiten Zalle müßte GHCD — ABCD und folglich auch GHCD 
== EFCD feyn, was ebenfalld widerfprechend ift. 

Ganz auf ähnliche Art wird auch bewiefen, baß gleiche 
Darallelogramme von gleichen Höhen auch gleiche Grundlinien 
haben muͤſſen. 

e) Der 36. Sag ift eigentlich nicht wefentlich verfchieden 
vom nächftvorhergehenden, indem der Unterſchied, welchen 
Euclides zwiſchen Parallelogrammen, welche auf einerlei 
Grundlinie ftehen und zwifchen folchen, weldye gleiche Grunds 
linien haben, Fein weſentlicher iſt. Denn wenn auch dad Pas 
rallelogramm EHGF nicht unmittelbar auf der Grundlinie BC, 
fondern auf der von BC getrennten Grundlinie FG = BC fteht, 
fo ift ed leicht, an CB in B einen Winkel zu legen, weldyer = 
> GFE ift und dann das Parallelogramm EHGF über BC zu 
fiellen, wodurch der Beweis über die Gleichheit wie zuvor 
geführt wirb. 

9) Wenn (Fig. 279) ABCD ein Rechted! über der Grund» 
fläche DC und AJ mit DC gleichlaufend ift, fo wird, wenn EF 
— GH gemacht und ED’, FC, GD, HC gezogen wird, ABCD 
— EFCD = GHCD ſeyn. Da aber DE>DA und DG>DE 
ift, fo ift der Umfang diefer gleichen Parallelogramme immer 
größer, je fehiefer ihre Seitenlinien find; fo zwar, daß berfelbe 
jede gegebene Linie üpertreffen fan. " 

LXII Zum 37. Sage Daher fann jedes gegebene 
Dreieck in ein ihm. gleiches von derſelbigen Grundlinie vers 
wandelt werben, worin ſich ein beftimmter Winfelan der Grunds 
linie befinden fol. Auch kann man auf diefe Art jedes fchiefs 
winfelige Dreieck in ein ihm gleiches rechtwinfeliges verwandeln, 
wozu die Zeichnungen Teicht entworfen werden koͤnnen. 
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LXIV. Sum 38. Satze. a) Der Beweis diefed Satzes 
kann leicht dadurch auf den Beweis des jüngft vorhergehenden 
zurücgeführt werden, daß man durch A eine willführliche Parallele 


Au mit BC zieht, an B der Grundlinie CB einen X CBA = 


3< FED liegt und hierdurd; über BC da8 Dreieck EFD ſtellt. 
- bb) Sollte ein gegebenes. Dreied ABC (Fig. 280.) in zwei 
gleiche Theile getheilt werden, fo halbire man feine Grundlinie 
BC in D und ziehe AD, fo muß A ABD—= A ACD feyn. Auf 
ähnliche Art kann daffelbe in 4, 8, 16....2e gleiche Theile 
getheilt werden, nicht aber in 3, oder 5, oder 6... gleiche Theile, 

c) Auch kann man leicht ein Dreieck bilden, welches 2, 3, 
5, 5....nmal größer ale ein gegebenes iſt. Es darf nur die 
verlängerte Grundlinie des gegebenen Dreiecks 2, 3, 4, 6.... 
nmal größer gemadıt und von feiner Spige nach dem Anfanges _ 
und Endpuncte derfelben eine gerade Linie gezogen werben. 

d) Auch laͤßt fich diefer Sag fo auöfprechen: Dreiede von 
einerlei Grundlinie und einerlei Höhe find gleich am Flächen« 
inhalte. 

LXV. Zum 39. Sage a) Diefer Sat heißt auch "fo: 
Wenn gleihe Dreiede gleiche Grundlinien haben, 
fo haben fie auch gleiche Höhen, und kann Teicht dadurch 
bewiefen werben, daß jedes Dreieck die Hälfte eines Parallelo- 
gramms von, derfelbigen Grundlinie und Höhe des Dreieds ift. 

b) Wenn man die zwei Seiten AB und AC (fig. 281.) 


. eined Dreiedd ABC in D und E halbirt und die gerade DE 


zieht, fo muß diefe mit der dritten Dreiecksſeite BC parallel 
feyn. Denn wenn DC und EB gezogen werden, fo ift A EDB! 
— AADE und A DEC —=A ADE, folglidh au) A EDB = 
A DEC und daher, weil beide auf der Grundlinie DE ftehen, 
auch DE mit BC gleichlaufend. | 
LXVI. Zum 40. Sage. a) Diefer Sag fegt, gleich dem 
36. Sage, voraus, daß die Örundlinien der gleichen Dreiede 
in berfelbigen geraben Linie Liegen. Auſſer der Tage, welche 
Enclides angibt, koͤnnte auch der Punct C der Grundlinie 
CE entweber zwifchen B und C oder auch erft in die über C vers 
längerte Linie BC. fallen. Der Beweis ift immer ein ähnlicher, 
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b) Wenn auf die Grundlinie BC ein Dreieck conftruirt 
wird, welches dem Dreiede DCE congruent ift, und deffen 
Spige ebenfalls oberhalb BC liegt, fo kann diefer Sag auf den 
jüngft vorhergehenden zurücgeführt werden. 

LXVI. Zum 41. Sage. a) Auf Anwendung diefes 
Satzes beruht die Verwandlung eines gegebenen Dreieds in ein 
ihm gleiches Parallelogramm von der nämlichen Höhe. Man 
darf nämlich nur dem zu bildenden Parallelogramme eine Grund⸗ 
linie geben, welche halb fo groß als jene des Dreiecks iſt. Auch 
Tann das zu conftruirende Paralelogramm einen gegebenen 
Winkel haben. | 

b) Soll umgefehrt ein gegebenee Varallelogramm in ein 
ihm gleiches Dreieck von derſelbigen Hoͤhe verwandelt werden, ſo 
gebe man dem Dreiecke eine Grundlinie, welche noch einmal 
ſo groß, als jene des Parallelogrammes iſt und vollende 
daſſelbe wie gewoͤhnlich. Auch kann das zu bildende Dreieck 
einen gegebenen Winkel erhalten. 

c) Es ſei (Fig. 282.) ABC ein gegebenes Dreieck und AJ, 
als Loth von A auf BC, feine Höhe. Wird nun JA über A . 
verlängert, AE — AJ gemacht, durch E mit BC eine gleich, 
laufende KEF gezogen, in ihrein beliebiger Punct D genommen 
und DB nebft DC gezogen, fo it ADBC = 2 A ABC. Denn 
wenn man DF = BC madıt und FC zieht, ferner durch A die 
AL mit BG parallel zieht, AG = BC nimmt und GC zieht, 
fo if, mie man leicht erfennt, Parallelogramm DMNF & 
Parallelogramm MBCN. Allein MBCN = ABCN; folglich 
auch ABCC-, DBCF. Es iſt aber AABC— 1, ABCG 
und A DBC = 1%, DBCF 3; foglich muß auch AABC = 1, A 
DBC feyn. . 

Wenn alfo ein Dreied oder audı « ein Parallelogramm mit 
einem. andern gleiche Grundlinie, aber eine noch einmal fo 
große Höhe hat, fo ift ed noch einmal fo groß an feiner Fläche, 

d) Daher ift e8 leicht, ein Parallelogramım oder ein Dreied 
in ein anderes zu verwandeln, weldhed 2, 3, 4....n mal 

‚ größer oder Kleiner ald ein gegebenes iſt. Auch kann das zu 
confiruirende noch einen gegebenen Winkel enthalten. 
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6) Auch laͤßt ſich ein gegebenes Dreieck dadurch in ein ihm 
gleiches Parallelogramm von der naͤmlichen Grundlinie ver⸗ 


wandeln, daß man die Hoͤhe deſſelben der Haͤlfte der Hoͤhe des 
Dreiecks gleich macht. Sollte aber ein Parallelogramm in ein 


ihm gleiches Dreieck von der naͤmlichen Grundlinie verwandelt 


werden, ſo muͤßte die Hoͤhe des Dreiecks noch einmal ſo groß 
als jene des Parallelogrammes ſeyn. | 

f) Ueberhaupt ift e8 leicht, mehrere Parallelogramme oder 
Dreiecke von gleicher Höhe oder von gleicher Grundlinie in ein 
einzigeö Parallelograum oder Dreieck zu verwandeln; welches 
allen zufammengenommen gleich ift und mit ihnen die Grund⸗ 
linie oder die Höhe gemein hat. Alles diefes kann leicht durch 
Zeichnungen erläutert werben. 

g) Wenn (Fig. 283) ABCD ein Paralleltrapez ift, fo ver 
längere man DC über C, nehme CE — AB und ziehe BE, 
fo it A BCE = A ABD; folglich auch A BDE ABCD. 
Daher ift jedes Paralleltrapez einem Dreiede gleich, beffen 
Grundlinie die Summe ber beiden Parallelfeiten und deſſen 
Höhe der Abftand eben dieſer Seiten iſt. Auch find alle Parals 
Ieltrapeze von gleichen Parallelfeiten und Höhen gleich am 
Flächeninhalte, wenn ſchon ihre Seitenlinien fehr verfchiedene 
Neigungen haben, 

. b) Sol daher ein gegebenes Paralleltrapez in ein ihm 
gleiches Parallelogramm von derfelbigen Höhe verwandelt 
werden, fo gebe man bemfelben eine Grundlinie, welche der 


halben Summe der Parallelfeiten jenes Trapezes gleich iſt. 


Diefes Parallelogramm kann auch ſehr leicht ein Rechteck werben. 
LXVIII. Zum 42. Sage, Diefer Aufgabe, welche bereits 
vorhin (LXVII, a.) aufgeldfet worden ift, fteht die andere zur 


Seite: Wenn ein Parallelogramm gegeben ift, fo fol daffelbe 


in ein ihm gleiched Dreieck verwandelt werben, morin fich ein 
beftimmter Winkel befindet, welche ebenfalls fchon (LXVII, b.) 
betrachtet wurde. 

LXIX. Zum 43. Sage. a) Diefer Sag wird mit größerer: 
Klarheit fo ausgebrädt: Wenn man in einem Parallelogramme 
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eine Diagonale zieht, in ihr einen willkuͤhrlichen Punct ninmıt 
nnd durch diefen zwei Parallelen mit zwei, einen Winkel bilden 
ben Seiten bed Parallelogrammes legt, fo find jene zwei Pas 
sallelogramme, wodurch diefe Diagonale nicht geht, gleich am 
Flaͤcheninhalte. Daß die beiden Vierecke, durch welche die 
Diagonale nicht geht, wirklich Parallelogramme find, iſt leicht 
aus dem Vorhergehenden zu erkennen, 

b) Wenn das Parallelogramm ADCB ein Rechted if, ‚to 
müffen auch bie beiden kleinern, einander gleichen Parallelos 
gramme Nechtede feyn; iſt es aber ein Quadrat, fo find Diefe 
legtern gwei congruente Quadrate. 

LXX. Zum 44. Sage. Auch bemerfe man folgende 
Auflöfung diefes, wegen vielfacher Anwendungen, fehr wichtigen 
Saped. Wenn (Fig. 284.) da6 Dreied ABC in ein ihm gleiches 
Parallelogramm verwandelt werben fol, defjen Seite = OR 
und. defien einer Winkel = Q ift, fo halbire man BC in H, 
“made 3 CHD —= x Q, verlängere nun BC über C bis CG 
== QR, ziehe durch C und G mit DH die Parallelen ECM unb 
FGN, lege durch A ‚mit BG die Parallele AF, welche die 
eben genannten in D, E und F' fchneibet, ziehe FC, verlängere 
fie über C bis fie die über H verlängerte DH in L fchneidet und 
lege nun durch L die LN mit BG parallel, welche die Durchs 
ſchnittspuncte M und N bildet, fo iſt CGNM das verlangte 
Darallelogramm. 

Denn es iſt TGNM = DECH (43. S.). Allein DECH — = 
A ABC; folglid audy CGNM = A ABC, Ferner ift au 
MN == QRund XCMN=XECG=XDHCE Q. 

LXXI Zum 45 Sage. a) Man bemerfe hier Folgendes. 
Wenn in einer geraplinigen Figur aus einem Scheitelpnncte 
Diagonalen gezogen werden, fo fann biefelbe i in Dreiecke getheilt 
werden nach folgendem Geſetze: 

Im 4 Ede gibt 1 Diagonale 2 Dreiede 
» 5 » geben 2 Diagonalen 3 » 
6» » 3 » >» 
1a 4 3 5.2 
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Sm n Ede geben n—3 Diagonalen n—n Dreieche. Daher. 


müßte imm Ede diefe Verwandlung der Dreiede in Parallelos 
gramme n—2mal ausgeführt werben. 


b) Daher bemerfe man diefed. Es fei (Fig. 285.) ABCD 
ein Trapez, fo ziehe man die Diagonale AC, durch B mit AC 
die Parallele BE, welche die Über C verlängerte DC in E fchneidet | 
und nun die gerade AE, fo ift A ADE —= ABCD. Denn es 
ift, wegen der Parallelen BE und AC, au dag ABAC= A 
. EAC. Um daher das Biere ABCD in ein Parallelogramm 
von gegebener Seite und gegebenem Winkel zu verwandeln, 
darf diefe Aufgabe nur in Bezug auf das Dreied ADE aufs 
> gelöfet werben. | 

c) Auf ähnliche Art kann das Fünfe (ig. 286.) ABCDE 
in ein ihm gleiches Dreieck verwandelt werden. Man verlängere 
CD willführlicy über C und D, ziehe durd; B die BF mit AC 
und burch E die EG mit- AD gleich laufend. Wird nun AF und AG 
gezogen, fo it A AFG = ABCDE, Denn es ift, wegen A 


ACB =. A ACF, auch A ABN = A CNF und eben fo auch 


AAEM= A MDG. 


d) Auch ift es klar, daß durch den A5. Satz jedes gegebene 
"geradlinige Viele in ein ihm gleiches Rechteck von gegebener 
Seite verwandelt werden kann. Die mit biefer in Verbindung 
ftehende Aufgabe: Ein folches Vieleck in ein ihm gleiches 
Quadrat zu verwandeln, kann aber hierand noch nicht abges 
leitet werden. Doc) wird diefe Aufgabe nun bald folgen. 


LXXU. Zum 46. Sage a) Die Gonfiruction bes 
Quadrate, deffen Seite gegeben ift, ift bereits oben (LX, d.) 
nachgewieſen worden bei Entſtehung der verſchiedenen Arten der 
Parallelogramme. Wenn Euclides in der Aufloͤſung aus 
dem Endpuncte A Der gegebenen Linie BA ein Loth AC errichtet 
und fich hierbei auf den 11. Sat bezieht, fo iſt Klar, daß dieſe 
Auflöfung dort nicht vorkoͤmmt, weil dort der Punct A Fein 
‚Endpunct der gegebenen Linie iR. Wenn indeffen BA über 
A willführlich verlängert wird, ſo it dieſe Aufloͤſung auf die 
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vorige zurüdgeführt. Eine Anflöfung ohne Berläugerung 
der BA ift oben (LIX, g) gegeben worden. 

b) Wenn es ferner heißt, man folle durch D die DE mit AB und 
Durch B die BE. mit AD parallel ziehen, fo ift die Auflöfung 
dieſer Aufgabe bereits früher (31. Sag.) gelehrt worden, allein 
daß beide Parallelen ih in einem Puncte E durchſchneiden 
müfien, wird Kiifchweigend angenommen. Der Beweis hievon 
ift einfach diefer. Da DE mit AB und BE mit AD parallel, 
ah ZA=R if, ſo muß auch ADE XABE R 
ſeyn. Denkt man ſich nun die Linie DB, fo uf X BDE + 
3 DBE< 2R ſeyn und folglich muͤſſen die LinienDE und BE . 
ſich einmal durchſchneiden. 

c) Daß gleiche Linien auch congruente Quadrate 
bilden, fo wie andy umgefehrt congruente Quadrate gleiche 
Seiten haben müffen, laͤßt fich fehr leicht durch wirkliche Sons 
firuction direct und auch indirect nachweifen. 

LXXII. Zum 47. Sage. a) Diefer Sat, einer der 
wichtigfien der Elementargeometrie, wird auch der Pythagos 
räifche Lehrfag genenut, weil man dem Pythagoras feine 
Erfindung zufchreibt. Elavius bemerkte hierüber (Euclidis 
Elementorum Libri XV etc. Francofurti 1607, pag. 151) 
Kolgendes: « Inventio porro admirabilis, atque pulcherrimi 
« hujus theorematis ad Pythagoram refertar, qui, at scribit 
« Vitruvius Libr. g. c. 2. Hostias Musis immolavit, quod 
« se in tam praeclaro invento adjuverint. Sunt qui 
putent, eum immolasse centum boves: si tamen 
Proclo credendum est, unum tantummodo oktulit. 
Fortasse autem Pythagoras, ut nonnulli volunt, ex nume- 
ris occasionem sumpsit ;, ut theorema hoc investigaret. 
Cum enim hos tres numeros 5, 4, 5 diligenter esset con- 
templatus,, vidissetque quadratum numerum majoris 
aequalem esse quadratis numerisreliquorum, composuit 
triangulum scalenum , eujus maximum latus divisum erat 
in 5 partes aequales, minimum in 3 ejusdem magnitu- 
dinis et medium in 4. Quo facto, consideravit angulum 
sub his duobus lateribus contentum, invenitque eum 
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esse rectam. lIdque in quamplarimis aliis numeris, ut 


in 6, 8, 10 et 9, ı2, t5ete.observavit. Quare inquiren- 
dunı esse judicavit, numin omni triangulorectangulo qua- 
dratum lateris, quod recto angulo opponitur, reliquorum 


laterum quadratis aequale esset, quandoquidem ommia 
triangula quorum latera habebant magnitudinem secundum 

dictos numeros, continebant unum angulum rectum. Atque _ 
itatandem mirabile hoc theorema mazima animi voluptate. . 


adinvenit, firmaque ratione demonstravit. Quod tamen 
Euclides mirandam in modum amplivicavit Lib. 6. prop» 
31, .ubi demonstravit, non solum quadratum lateris, 
quod angulo recto .opponitur, aequale esse quadratis 
religuorum duorum laterum, verum etiam ſiguram quam- 
libet rectilineam super latus recto angulo oppositam 
constructam, sive ea sit triangulum, sive guadrangulum 
eic. aequalem esse duabus figuris, quae super reliqua 
latera describuntur, dummodo}priori sint similes, simili- 


. terque descriptae, ut ibidem ostendemus. » 


Eicero fagt (De Natura Deorum, 1. III. c. 36) Kolgens 


bed: « Pythagoras, cum in Geometria quiddam novi inve- 


nisset, Musis bovem immolasse dicitur. Sed id quidem 
non credo, quoniam ille ne Apolloni quidem Delio 


hostiam immolare voluit, ne aram sanguine adspergeret.» 


-Des Vitruvius oben bemerfte Stelle ift diefe: «Item 
Pythagoras normam sine artificis fabricationibus in- 
ventam ostendit, et quam magno labore fabri normam 
facientes vix ad verum perducere possunt. Idrationibus 
et methodis emendatum ex ejus praeceptis explicatur 
Namque in sumantur regulae tres, equibus una sit pedes 
tres, altera quatuor, tertia pedes quingue haeque regulae 


inter se compositae tangant alia.aliam suis cacuminibus 


extremis, schema habentes trigoni, deformabunt nor- 
mam emendatam. Ad eas autem regularum singularum 
longitudines, si singula quadrata paribus lateribus descri- 
bantur, quod erit pedum trium latus, areae habebit 
pedes novem, quod erit. quatuor, sexdecim; quod 


n 
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e quinque erit, viginti quinque. Itaquantum areae pedam - 


.‚« numerum duo quadrata ex tribus pedibus longitndinis 
« laterum et quatuor eficiunt, aeque tantum numerum 
« reddit unum ex quingue descriptum. Id Pythagoras 
s cum invenisset, non dubitans a Musis se in ea inventione 
« monitum, maximas gratias agens,. hostias dicitur iis 
‚s immolasse. » 

b) Die Behauptung des 47. Satzes läßt die Lage ber 
über die drei Seiten des rechtwinfeligen Dreiecks beſchriebenen 
Quadrate unentfchieden. Enclidee führt den Beweis an jener 
Lage, nach weldyer jedes diefer Quadrate ganz anfierhalb des 
Dreiedes fällt. Da ed num intrefiant if, den Beweis audh 
bet den übrigen noch möglichen Lagen biefer Duabrate auf 
ähnliche Weiſe zu führen, fo hat der Verfaſſer Diefed alle hier 
möglichen Zälle in einer eignen Abhandlung entwidelt C Der 
Pythagoraiſche Lehrſatz, mit 32 theild befannten, theils 


neuen Beweifen. Zweite, mit einigen Beweifen vermehrte, 


Auflage. Mainz, 1821. XIIu, 48. S. 4). Man überzeugt ſich 
bald, daß Aberhaupt acht verfchiedene Lagen möglich find. 
Nennt man das Fleinfte Quadrat A, das mittlere B, das größte 
C, fo find es folgende: 
4. Sowohl A ald B und C fallen nach Auſſen ‚ wie bei 
Euclides. 
2. A faͤllt nach Innen, B und C aber nach Auſſen. 
3. B faͤllt nach Innen, A und C nach Auſſen. 
C faͤlt nach Innen, A und B nach Auſſen. 
5. A und B fällt nach Innen, C nach Auſſen. 
6. B und C fällt nach Innen, A nach Auffen. 
7. A und C fällt nach Innen, und B nad) Auffen. 
8. A, B und C fällt nach Innen. 
ec) Zur Erläuterung folgt hier ber Beweis über die britte 
Lage. Zieht man (Fig. 287.) bie KD, fo ift, wegen 3 BAK 
— X CAD C Rund x CAK = XCAK, auh x BAC = 
3 KAD; ferner it AB= AK, AC=AD, folglich A ABC 
85 A AKD und X AKD = x ABC R, Da aud x AKL 
= R, fo ifi DKL eine gerade Linie d. h. bie über K ner 
länferte LK muß in D eintreffen, 





eine gerade Kinie, 


3 


Zieht man num aus B auf AC das Loth BM, verlängert 
es bis R und zieht DB, fo ift A BAD = ı/, Rechteck ADRM 
und auch A BAD = '/, Quadrat AKLB. Folglich ift ADRM . 
s= AKLB. Auch geht dieſes fchon daraus hervor, baß ADRM 
== ADSB und ADSB — AKLB iſt. 

Daß aber MREC = BCHF. ift, wird hier gerade fo wie 


‚bei Euclides bewiefen. 


$olglid muß ADRM + MREC = AKLB + BCHF ſeyn. 

d) Der Beweis über die.achte Lage ift folgender. Wenn 
(Fig. 288.) ABC daß gegebene rechtwinfelige Dreieck ift, und die 
Quadrate derdrei Seiten haben die entgegengefeßte Lage von jener 
bed Euclides, fo verlängereman FH bie O und ziehe OB. Hier 
ift A OFB S A ABC unddaher ZFOB=XOBL-X BAC. 
Da nun Z ABM + 3<MBC=SER, fo iftauh X ABM +3 BAM = 
R. Daher muß audy 3 AMB == R und BO Iothredyt auf AC 
feygn. Wird nun OB nach P verlängert, fo ift au x BPE = 
R und daher fo wohl MPEG als MPDA ein Redted. 

Zieht man nun BE, fo muß, weil OB = CE und OB mit 
CE gleichlaufend ift, OCEB eine Rhomboide fegn, worin A 
OBC 5 AECB. Es ift abeg AOBC = 1/, HFBC. Daher 
OBEC == HFBC. Da aber OBEC = MPEC, fo ift auch 
MPEC = HFEC. | 

Wird nun DB und AO gezogen, fo muß, wegen OB=AD, 
und da OB mit AD parallel ift, auch OBDA eine Rhomboide 
ſeyn, und ed it A AOB 55 A ADB. Allein A AOB = 1), 
AKLB und A ADB =1/, AMPD; folglich AKLB = AMPD. - 
Daher wird nun FHCB + AKLB=ADPM + MCED=ACED. 

e) Ein Engländer, Henry Boad, hatin feinem Lehrbuche 
der Beometrie (London 1733) folgenden eigenthümlichen Beweis 


biefed Sages mitgetheilt. Es fei (Fig. 289.) ABC dad gegebene . . 


rechtwinfelige Dreied und ADEC, AKLB und FHCB die Lage 
ber brei Quadrate feiner Seiten, fo muß die über K verlängerte 
LK in D eintreffen. Denn wenn man DK zieht, fo ift, wegen 
DA = AC, KA = AB und X DAK== X CAB, audy A DAK 
TS A CAB, daher X DKA = x ABC = R und fonit DKL 
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Nun ziehe man durch D die MP mit AK, durch E die PS 
mit KL parallel, melche fih in P fchneiden müffen und ver 
längere BA in M, und, BL in S, fo ift MPSB ein Quadrat. 
Denn, wg xB=eR,m$p xM=xP=x5Sm=R 
feyn und, wegen ADKAZSSACBASAAMD:SADPE 
5 A ESG (mie man leicht findet) if, auch BU=MP = PS 
== SB. Eben iftfo far, daß, nachdem AK nach V verlängert 
wird, DPVK ein Quadrat und DPVK 5 FHCB, audy 
Rechteck MDKA 5 Rechteck VSLK fei. j 

Nimmt man nun vom Quadrate MPSB die Quadrate der 
beiden Gatheten AKLB und FHCB d. h. AKLB und DPVK hins 
weg, fo bleiben die beiden Nechtefe MDKA und VSLEK zum 
Reſte. Wird aber von eben diefem Quadrate MPSB das 
Quadrat der Hypotenufe ADEC meggenommen, fo bleiben bie 
vier congruenten Dreiecke AMD, DPE, ESC und CBA übrig, 
welche zufammen der Summe der eben genannten Nechtede 
glei find, weil A AMD == 1/, AMDK.: Daher muß ADEC 
== AKLB + FHCB feyn. | 

Man ſieht leicht, daß dieſer Beweis auf folgender Schluß⸗ 
form beruht: Wenn A — B=DmdA—C=Dif, ſo 
muß auch B= C feyn. | 

Für die übrigen noch möglichen fieben verfchledenen Lagen 

der Quadrate habe ic; diefen Beweis in der oben (b.) anger 
führten Abhandlung gegeben. 
- f) Noch ein anderer, höchft einfacher und finnreicher 
- Beweis, beffen Erfindung man Joh. Tob. Mayer in Göts 
tingen zufchreibt, ift folgender. Es fei (Fig. 290.) ABC das 
rechtwinfelige Dreied, defien Seiten» Quadrate wie bei@uclides 
befchrieben find, fo ziehe man HJ nebft den Diagonalen GC und 
KC, welche, wie leicht zu beweifen ift, eine gerade Linie 
bilden. Ferner lege man an FD das Dreieck ACB in verfehrter 
Lage FED und ziehe CE. 

Hier ift leicht zu beweifen, baß bad Viered CAFE dem 
Mierefe GABK und das Viereck GHJK dem Bierede CBDE cons 
gruent fei. Folglich ift das Sechseck GABKJIH dem Sechsecke 
ACBDEF au Fläche glei. Nimmt man von jenem die zwei 


285 


congrnenten Dreiecke ACB und HCJ, von biefem aber bie zwei 
ebenfalld congruenten Dreiede ACB und FED hinweg, fo 
bleiben im erften Falle die Quadrate der beiden Gatheten und 
im ziseiten Kalle bleibt dad Quadrat der Sppotenufe übrig. 
Kolglich find diefe Reſte ebenfalls gleich. 

8) Weil das gleichfeitige Dreied die einfachfte regel, 
mäßige Figur ift, fo leitete bieles. den Nerfaffer des Gegen. 
wärtigen auf den -Gebanfen, Über jede der drei Seiten eines 
rechtwinfeligen Dreiedes ein gleichfeitiged Dreied zu befchreiben 
und nun zu beweifen, baß das Aber der Hypotenuſe conftruirte 
fo groß fei, ale die zwei andern zufammengenommen. Der : 
Beweis ift dieſer. Es fei (Fig. 291.) ABC das rechtwinfelige 
Dreieck und ACD, ABE, BCF jedes ber drei gleichfeitigen 
Dreiede, fo ziehe man aus D das Loth DO auf AC, wodurdg 
AO =CO wird Zieht man nun BO, fo ift auh BO = AO 
= OC und fowohl AOB ale BOC ein gleichfchenfeliges Dreied. 
Zieht man nun die Berbindungslinien EO und FO, fo muß, 
jene die AB, dieſe die BC halbiren und auf ihr lothredht fiehem, 
Auch ift EO mit BC und FO mit BA parallel. 

Zieht man nun die geraben DB, EC und AF, fo ift, weil 
AD=AC, AB=AE und X DAB= 3 CAE, audı A DAB 
& A CAE. Auf Ähnliche Art wird bewiefen, daß ABCD 5 
AFCA und ABFA®S A CBE if. 

Da ferner OF mit AB parallel ift, fo muß. A ABF= A 
ABO und folglich A BIF = A OJA feyn. Sept man beiders 
ſeits das Viereck JOCF hinzu, fo it Biered OBFC = A ACF 
= ABCD, Run ift aber Viered OBFC = A BOC + A BFC 
= ABEC + A BFC; baher auh ABEC + A BFC=A. 
BCD. Setzt man zu jener Summe dad Dreied CAE und zu A 
BCD baß jenem gleiche A DAB, fo ift Fuͤnfeck CAEBF = Viereck 
DABC, Nimmt man das diefen beiden Figuren gemeinfchaftliche 
Dreied ABC hinweg, fo bleibt AAEB + A BFC = AADC 
welches der zu beweifende Lehrfag if. 

Noch kann man als intereffante Eigenfchaft diefer drei geraden 
Linien AF = BD = CE bemerfen, daß fie fih in einem | 
Puncte durchſchneiden, um welden fie ſechs gleiche Winkel 
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biſden, deren jeder 2, Rift. Den Beweis hievon aufzufinden, 


iſt eine lehrreiche Uebung in der Geometrie. Eine weitere Aus⸗ 
fuͤhrung davon ſehe man in der oben (zu b) bemerkten 
Abhandlung. 

h) Endlich verdient noch folgender Lehrſatz, von welchem 
der Pythagoraͤiſche Sag eine leichte Folgerung iſt, hier ange⸗ 
führt zu werden. Man findet ihn bei Pappus, jedoch in einer 
etwas andern Geftalt. Es fei ACB (Tafel XVI, Fig. 125, a.) 
ein beliebiged Dreieck, CFKB ein willtührliches Parallelogramım 
tiber CB und CEJA ein folched über CA, fo müffen die über 
F und E verlängerten Linien KF und JE fi einmal in D 
fchneiden, weil fih BC und AC in C gefchnitten haben. Auf 
gleiche Art müffen die über K und J verlängerten DK und DI 
Die beiderfeitö verlängerte AB in M und L fchneiden. 

Zieht man nun die gerade DCN und durch B und A bie 
mit ihr gleichlaufenden BH und AG, nebft der Verbindungslinie 
GH, fo ift GHBA ein Parallelogramm. Denn es ift GA = 


DC (Parallelen zwifchen Parallelen) und HB. = DC, folglich 


au GA=HB. Da nun noch GA mit HB parallel ift, fo muß 
GHBA ein Parallelogramm feyn. Auch iſt noch ON=GA= 
HB= Dc. 
Nun ift BCFK = BCDH allein _ 
BCDH = BHON (I. 8. 36. ©.) 
| folglich BCFR — BHON 
Auf gleiche Art ift ferner 
ACEJ = ACDG und 
ACDG = AGON, 
daher ACEJ = AGON; 
- folglih'BEFK + ACEJ = BHON + AGON=ABHG. 

Da nun dieſer Sag von jedem Dreiede ACB gilt, es fei 
C=Roder XC<R, oder XC>R, und von jedem über 
AC und BC befchriebenen Parallelogramme, fo ift er auch für 
den befondern Kal bewiefen, in welchen X C Rift und über 
AC und BC zwei Quadrate befchrieben find. 

Es fei nämlidy (ig. 125, b.) ACB ein rechtwinfelige® 


Dreieck, BCFK das Quadrat Über BC und ACEJ jenes über 


ii. — 
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AC, fo müffen die über F und E verlängerten Linien KF und 
JE fich fo in D fchneiden, daß XIDK—=R if. Wird nun 
durch D und C die gerade DEN gezogen, fo ift zu beweifen, daß 
fie auf AB Tothrecht fteht. Es ift nämlich, wegen BC = CF, 
AC C CE C FD und BCA X CFD —=R, auhA 
ACB S A DFC und X CDF XCAB. Allein x DCF 
= XACN, folglid XZCAN + XACN = xCDF + X 
DCF = R und fomit au XCNA—=R. 2 

Zieht man nun BH und AG mit DN gleichlaufend und die 
Berbindungslinie GH, fo ift zu zeigen, daß ABHG das Quas 
drat der Hypotenufe if. Dax HBA—=R= x KBC, fo ift 
au I ABC = 3 HBK und, wegen BE=BK, XBCA = 
x BaH=R, nun audi AACB & A KHB, und fomit AB 
== BH. Auf ganz ähnliche Art wird bewiefen, daß auch das 
Loth AG = AB if. Daher muß ABHG dad Quadrat der 
Hypotenufe und zugleich = BCFK + ACEJ feyn. 

Sollen Daher irgend zwei Parallelogramme (Fig. 125, a.) 
BCFK und ACEJ in ein einziges, welches ihrer Summe gleich 
ift, verwandelt werden, fo fege man fie unter einem beliebigen 
Winkel ACB zufammen, verlängere KF, JE nady D, ziehe 
DCN, bie BH und AG mit ihr gleichlaufend und endlich GH, 
fo ift (GHBA = BCFK + ACEJ. 

Ganz auf ähnliche Art Tonnen auch 3, 4, 3 und mehrere 
gegebene Parallelogramme in ein einziges verwandelt werben, 
welches allen zufammen genommen gleich ift. 

i) Nun iſt es leicht, zwei oder mehrere Quadrate in ein 
einziged Quadrat zu verwandeln, welches ihnen zufammen 
genommen gleich ift. Um die Quadrate (Taf. XII, Fig. 292.) ABCD 
und CFGH in ein ihnen gleiches zu verwandeln, fege man fie mit 
ihren Seiten BC und CF unter einem rechten Winkel BCF zus 
fammen und ziehe BF, fo {fl, wenn man bad Quadrat BIKF 
eonftruirt, BIKF = ABCD + CFCH. 

Denkt man fich (Fig. 293.) AB und BC unter einem rechten 
Winkel ABC verbunden und AC gezogen, fo ift dad Quadrat 
von AC den Quadraten von AB und von BC zuſammen gleich, 
Errichtetman GD auf AC, DEaufAD, EF auf AE lothrecht uud: 
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zieht AP, fo ift dad. Quadrat von AF fo groß als die Summe ber 
Quadrate von AB, BC, CD, DE und EF. 

k) Soll ein Quadrat gebildet werden, welches dem Unter 
fehiede der Quadrate von AC und BC (Fig. 294.) gleich ift, fo 
errichte man BD Iothrecht auf CB und befchreibe mit CA einen 
Bogen, welcher BD in A fchneidet. Hier iſt das Quadrat von AC dem 
Quadrate von ABund BC zufammen, folglich dag Quadrat von 
AB dem Uinterfchiede der Quadrate über AC und über BC gleich. 

1) Um die Hälfte eined Quadrates in ein Quadrat zu vers 
wandeln, fei C Fig. 295.) AB die Seite des gegebenen Quas 
drated. Wird AB in C halbirt, CD= CA = CB Iothredt 
auf ABund AD, BD gezogen, fo ift AACD SA BCD, folglich AD 
— BD und, wie man leicht findet, auh X ADC = xBDC= 
1/, R, fomit XADB=R. Daher muß dad Quadrat von AD 
der Hälfte des Quadrats von AB gleich feyn. 

Auf ähnliche Art Finnen mın auch Quadrate conſtruirt 
werben, welche Y Ya» Ts Urs Yas Ya Ya Ur u. few. 
eines gegebenen find; nicht, aber Ya Yo Yo Yo hu tt 
deſſelben. | 

LXXIV. Zum 48. Satze. a) Diefer Sag, welcher der 
umgefehrte des 47. Sage ift, kann auch auf folgende Art 
indirect erwiefen werden. Wenn (Fig. 296.) in dem Dreiede 
BCA dad Quadrat von AB den beiden Quadraten von BC und - 
CA zufammengenommen gleich und 3 ACB fein rechter iſt, 
fo muß er kleiner oder größer als derfelbe feyn. 

Kür X ACB<R, fix ACE—=R, fo müßte, wenn 
CE == CB gemacht und AE gezogen wird Quad. AE = Quadr. 
AC + QDuadr. CE ſeyn. Da aber Quadr. AB= Quadr. AC+ 
Quadr CB (= Quadr. CE) fo wäre auch Quadr. AE= O. 
AB, welches nicht möglich if, da AE > AB (24. ©.) ſeyn 
muß, woraus Quadr. AE > Quadr. AB folgt. 

Für X ACB>R, fi XACD =Rund CD=CH, fo ift, 
wenn AD gezogen wird, Quadr. AD Quadr. AC + Quabr. 
CD, und ed müßte hier, wie man keicht erfennt, Quadr. AD 
— Quadr. AB ſeyn, welches widerſprechend ift, weil AD < 
AB (24. ©.) feyn muß, 
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b) Auch laſſen fich aufähnliche Art folgende Säge beweiſen: 
1. In jedem fpitwinfeligen Dreiede ift das Quadrat 
einer Seite Feiner ald die Summe der Quadrate der 

beiden übrigen Seiten zufammengenommen. 


2. Wenn in einem Dreiede dad Quadrat einer Seite 


Eleiner ift. ald die Summe der Quadrate der beiden 
übrigen Seiten, fo ift der, jener erften Seite gegen« 
überliegende Winkel ein fpiger. 

3. In jedem ftumpfwinfeligen Dreiede ift das Quadrat 
der, dem flumpfen Winkel gegenüberliegenden Seite 
größer als die Summe der Quadrate der zwei übrigen 
Seiten. 

4. Wenn in einem Dreiede dad Quadrat einer Seite 
größer ift, als die Summe der Quadrate der zwei 
übrigen Seiten, .fo ift der, jener Seite entgegen, 
liegende Winkel ein ſtumpfer. 


19 


— 
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Anmerkungen 
zum | 
zweiten Buche des Euclide®, 


LXXV. Zur. Erflärung. a) Aus dem Bisherigen 
ft befannt, daß die Geftalt und Größe eines Rechtecks beſtimmt 
fei, wenn zwei Seiten deffelben gegeben find; auth iſt es leicht, 


ein folched Rechteck aus diefen Linien zu confiruiren, fo wie 


fhon eine gegebene Linie zur Gonftruction ded Quadrates hins 
reicht. Die in diefem Buche entwidelten Lehren fegen diefe 
Conftructionen zum voraus und alle Beweife find ebenfalls 
hierauf gebaut. Da aber diefe Beweife-nocdy auf einem andern 
Carithmetifch » geometrifchen) Wege gegeben werden 
fönnen, fo follen hier einige Huͤlfslehren dazu vorgetragen 
werden. 

b) Unter Meſſen verſteht man nichts anderes, als beſtim⸗ 
men, wie oft eine als Einheit genommene Groͤße in einer andern, 
ihr. gleichartigen enthalten iſt. Die Groͤße, womit man bie 
andere ausmißt, wird das Maß derſelben genennt. Da das 


Maß und die zu meffende Größe: gleichartig feyn müffen , fo 


koͤnnen Linien nur durch Linien und Flächen nur durch Flächen 
gemefjen werden. 
c) Wenn zwei gerade, willführlich große Linien gegeben 


find, fo haben fie entweder ganz genau ein gemeinfchaftliches 


Map oder fie koͤnnen fo genau ausgemeſſen werden, daß der 
Fehler kleiner als jede anzugebenbe Linie iſt. Denn wenn 
(Fig. 297.) AB und CD die gegebenen Linien find, und AB 
> CD ift, fo ift entweder die größere AB gerade ein Mehrfaches 
der Eleinern CD, oder nicht. Im erften Kalle ift CD felbit das 
gemeinfchaftliche Mag von beiden. Im zweiten Falle nehme 
man 1/, CD = CE ald Maß an, fo ift diefes entweder genau 
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in AB enthalten oder nicht. In jenem Falle haben beide Linien 
die CE zum gemeinfamen Maße; in diefem ift der Unterſchied 
tleiner ald CE = 1/, CD. 

Fährt man fo fort, die CD in A, 8, 16, 32, 64, 198 u, 
f. f. gleiche Theile zu theilen, fo ift jeder derfelben ein genaues 
Maß von CD und, wenn er nicht auch ein genaues Maß von 
AB ift, ſo muß der Unterfchied doch weniger als bie Größe des 
Maßes ſelbſt betragen. 

Da aber dieſes Maß, durch fortgeſetztes Halbiren, Heiner 
als jede gegebene Linie wird, fo muß auch der Ueberfchuß bet 
dem Meffen Eleiner als jede Linie werden d. h. die Linien AB und 
CD fönnen entweder vollfommen genau oder fo fcharf mit 
- einerlei Maß gemeffen werden, daß der Fehler hierbei 
fleiner wird, als jede anzugebende noch fo Kleine 
Linie. 

Auf ähnliche Art wird gezeigt, daß auch drei oder mehrere 
gegebene gerade Linie ein gemeinfames Maß haben. 

d) Run fei (Fig. 298.) ABCD ein gegebenes Quadrat und 
DE das Maß feiner Seite DE; fo, daß DE genau viermal in 
DC enthalten ift. Befchreibt man über DE daß kleine Quadrat 
DEFG, fo ift flar, daß dafjelbe von D nady C viermal in DC 
und ebenfo von D nadı A auch viermal ın DA fann geftellt 
werden. Daher wird das Quadrat ABCD durch A <A == 16 
folcher Fleinen Quadrate GFED ausgefüllt. 

Kennt man GFED dad Quadratmaß fo enthält ABCD, 
im Flächeninhalte, 16 foldher Quadratmaße, und ee ift Klar, 
daß der Inhalt eines Quadrats gefunden wird, wenn man die , 
Zahl, welche angibt, wie oft dad Linienmaß DE in deſſen 
Seite DC enthalten ift, einmal mit ſich felbft multiplicirt. Das 
Product zeigt die Menge ber quadratifhen Maßtheile 
feines Flächeninhaltes. 

e) Wäre (Fig. 299.) HIKL ein gegebened Rechteck und 
das Linienmaß LO in LK fiebenmal und in LH dreimal ents 
halten, fo würde, .wie man fehr-Teicht erfennt, das Quadrat⸗ 
maß NMOQL in der Ebene HIKL genau. 21 mal enthalten ſeyn. 
Daher wird der Flächeninhalt eined Nechtecfes gefunden, wenn 
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man bie Zahlen, welche andeuten, wie oft die Seite bes 
Duadratmaßes in jeder feiner zwei Seiten enthalten ift, mit 
einander multiplicirt. So ftellt alfo ein Product 4 >< 9 = 36 
den Inhalt eined Rechtecks dar, deffen kleinere Seite die Seite 
des Dundratmaßes Amal, deſſen größere aber diefe Seite 9 mal 
enthält. Im Allgemeinen ftellt a ><b den Inhalt eines Rechtecks 
vor, deffen eine Seite dad Maß a mal, die andere aber b mal 
enthält. Auf ähnliche Art drückt a? Chefanntlich ein abgefürzter 
Ausdruck für a >< a)den Inhalt jedes Quadrates aus. 

LXXVI. Zur 2. Erklaͤrung. a) Das Gnomon iſt 
alſo jener Theil des Parallelogramms, welcher entſteht, wenn 
man in deſſen Diagonale BD (Fig. 300.) einen willkuͤhrlichen 
Punct G nimmt, durch diefen die FGE mit AD und die JGK 
mit DC parallel zieht, und num entweder das Eleinere Paralles 
logramm FBKG oder daß größere JGED vom gegebenen Parals 
lelogramme ABCD wegnimmt. In jenem Fall bleibt das Gno⸗ 
mon FADCKGF und in diefem das Gnomon JABCEGJ. Da 
nach dem Früheren (l. B. 43. ©) AFGJ = GKCE if, fo 
befteht jedes Gnomon aus drei Parallelogrammen wovon zwei 
unter fich einander gleich find an Fläche. Würde der Punct 
G in der Mitte von BD genommen, fo wären auch die beiden 
Gnomone gleich an Klächeninhalte. Waͤre hierbei das Paralles 
Iogramm ABCD noch ein Rechte oder ein Quadrat, fb würden: 
fie auch congruent feyn. | | 

b) Das Mort Gnomon. bedeutet auch ein Winfelmaß db. 
h. ein practifches Werfzeng, um einen rechten Winkel durch 
Zeichnung zu bilden, und hierdurch ift wohl Euclides 
bewogen worden, dieſes Wort in die Geometrie aufzunchmen. 
Denn wenn das gegebene Parallelogramm ein Rechte (Fig. 
301.) ABCD ift, fo bildet das Onomon ABCEGHA die Geſtalt 
eines Winfelmaßes. 

c) In der Aftronomie - verfteht man unter Gnomon ein 
Werkzeug, um die Sonnenhoͤhe zu meſſen, und in der Lehre 
von den Sonnenuhren (Onomonif ) wird der Zeiger , welcher 
durch feinen Schatten Die Stunden weiſet, ebenfalls Gnomon 
genennt. 
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"LEAXVIL Zum. Sage. a) In Bejug auf dasjenige, 
was oben von der Berechnung des Flächeninhaltes der Rechte 
ecke ift bemerft worden, laͤßt ſich diefer Lehrfag auf ar it hme⸗ 
tifhogeometrifche Art beweifen. 

@fiBC=a,BG—Az=b, ferne fi BD=c, DE 
z=e,EC=f,foift, nach der Annahme; a=cre +f 
und folgliy au ax b=(c He + f)x<b, oder 
\ axb=mex<b+rexb+rfxh. Allein 

‚ab = Rechte BCHG, 

ce xb = Rkdtel BDKG, 
e:>x<b — Reditel DELK und 
 - f><b= Rechte ECHL, folglich Rechteck BCHG = 
Rechte BDKG + Rechteck BELK + Rechte ECHL. 
bh) Man überzeugt fich leicht, daß diefer „Beweis ganz 
allgemein ift und eben fo geführt werden fann, wenn BC in 
mehrere Lund noch foviele) ‚Abfchnitte getheilt if. Wären 
einige diefer Abfchnitte der Linie BG gleich, fo entſtaͤnden 
Durch fie Quadrate, als Theile ded Rechtecks BCHG. Erlaͤu-⸗ 
terungen in Zahlen ſind leicht beizufuͤgen. 
LXXVIII. Zum 2. Satze. a) Es ſei hier Ab a, AC 
b,und CB=e,foita=b-+ cund daher auͤch à x a 
(b+c)Xx<aodera? = a>—<b Faxe. Es ift abera? 
Quadrat ABED, ferner a ><b Rechteck ACFD, weil 
AB=AD und axce == NRedted CBEF, weil CF = AD= 
AB; folglich Quadr. ABCD = Redit. ACFD + Redit. CBEF. 

b) Naͤhme mana=b+ c+d+ e + f, fo würde a? 
=(btet+dtre+NXa,oera®=axb+taxe 
+axd+amxer 2x ffeyn d. h. das Duabdrat von 
A beftände hier aus der Summe von fünf Nechteden a > b, 
a><c, axd, aXxXenndarcf. Wäre dabei noch b=c=—d 
= e = f, fo würden diefe fünf Rechtecke auch noch einander 
congruentfeyn, Auch hier laſſen ſich leicht Zahlen⸗Beiſpiele 
geben. 

LXXIX. Zum 3. Sape. a) Es ſei AB—=.a, AC=b 
und CB =c, pita=b+ ec. Wird nun beiderfeits mit 
e multiplicirt, fo taxc=b>x<c-+ c% Uleina >x<c= 
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Recht. ABEF, ferter b>< Recht. ACDF und c? = 
Quadr. CBED, folglich ift Recht. ABEF = Recht. ACDF + 
Quadr. CBED. 

b) Auf Ahnfiche Art ift auch das Nechted! and AB und AC 
C Fig. 302.) dem Rechtecke aus den beiden Abfchnitten AC und 
CB nebft dem Quadrate des Abfchnitts AC gleich. Denn wenn 
man AEF = AC auf BA lothrecht fielt und FE mit AB, fo 
wie BE und CD mit AF gleichlaufend zieht, fo ift ABEF das 
Rechteck aus AB und AC, ferner ift ACDF das Quadrat von 
AC und CBED das Rechte! von AC und CB. 

Set man wieder AB=a, AC=bund CQB=c, fo 
fta=b+ cun folglich auch ax b=(b +c)><bh 
sdter ax<b=b? + be Allein aà b= Recht. ABEF, 
ferner b? = Quadr. ACDF und b x c —= Redit. CBED; 
folglich muß Recht. ABEF = Quadr. ACDF + Recht. CBED. 
feyn. - 

Beifpiele in Zahlen find fehr einfach zu geben. 

LXXX. Zum 4. Sage. a) Setzt man AB=a, AC=b 
und CB=c, pita=b+ c, folglich a = (b + c)? 
=b? +2b>x<c+c? Allein a®—=ABED; b?=HGFD; 
2bx<c=2ACGH= ACGH + GKEF und c? = EBKG; 
folglich ift auch ABED = HGFD + 2 ACGH + CBKG. 

b) Diefes ift der befannte Huͤlfsſatz zur Ausziehung der 
Quabratwurzeln, wenn diefe Wurzeln zweitheilig find. Allein 
wenn (Fig. 303.) AB in drei willführliche Theile AC, CD 
und DB getheilt ift, fo befteht ihre Quadrat ABEF aus den 
Quadraten von AC, von CD und von DB, dann aus den 
zwei Rechtecken von AC und CD, aus den zwei Rechtecken von 
AC und DB und aus den beiden Rechtecken von CD und DB. 
Diefed ergibt fich Leicht aus Betrachtung der Figur und folgt 
auch Daraus, daß, wenn AB=a, AC=b,CD=c und 
DB = d gefegt wird, nunmehr b + e + d und folglich 
22 — (b+c+d? =b? +2be +c?+2bd+2cd 
+ d? if. wien wird nämlich | | 

== Quadr. ACLG, 
2 — — Recht. CDML + Recht. GLUH 
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e = Duabr. LMON 
2 bd= Redt. DBIM + Recht. HNPF 
2 cd = Redit. MIKO + Recht. NOQP 
-  d? Quadr. OKEQ. 

c) Auf ähnliche Art könnten auch die Ausdruͤcke (b + c 
+d+e2;(b+c+dre+rf?u f. f. durch Quadrate und 
Rechtecke conftruirt werden. 

LXXXI. Zum 5. Satze. a) Es fei hir AB=a, AC 
=CB=b,D=c, fit AD=b + cund DB= be 
und man hat ' 

(b+c)x<(b—c)+ = b?, weil 
(b+e)x<(b— c)=b? — es if. Allein 
(b+c)><(b— c) = Recht. ADHK 
ii = Quadr. LHGE und ee 
= Quadr. CBFE, folglich iſt 
. ADlık + LUGE = CBFE: 

b) Naͤhme man AB = 12und AD. = 8, fo wäre AC = 
GB=-6DB=-4ıwC0D=8—6=2 Man hätte daher 
SAV 22 686, wie diefes wirflic der Kal ift. 

c) Septe man AC a, CD=bund DB =c, fo wäre 
AD=a +:b und der Lehrfag diefer (a + b)xXc + b’= 
(b + c)?, deſſen Wahrheit leicht erkannt wird. Denn es folgt 
ſogleich 

aco+be+b=hb? +9 be + 0? daher 

.a0.+-bce = 2.be + e? und 

ac=bce + ct= (b + c) x c öde 

a=b+ ec, wad nun wirtlid der Fall ift, weil 
AC=CBR=CD + DB if. 

LXXXU Zum 6. Sage Es fiAC=COB—a 
ID =b, fit AB= 2a; CD=a +bwAD= 
234 b und der Sag fagt: 

'@a+b<b+a=(a+ b)2. Daß biefes nun 
wirklich fo fei, lehrt die leichte Rechnung, da 

@a+bx£b+ta?—=2ab + b?2 + a? md 

@+b?=a! + 2ab +b2 if. 


x 
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LXXXIII. Sum 7. Sage Setzt man bier BA = a, 
BC =buwdCA=a— b, fo ift die Behauptung diefe: 
a2 + b? — 2 ab + (a — b)?, deren Wahrheit fogleich 
einleudjtet, da (a — b)? = a? — 2 ab + b? und folglidy 
gab + (a — b?=a? + b? if 
Wäre BA = 10, BC — 3 folglich CA = 7, fo hätte 
man ot 
10? + 3? = 2 %x10%x3 + (10 — 3)? oder 
10+ 9=60 +4 = 109, 
LXXXIV. Zum 8 Satze. Gept man hier AC=b, 
CB == c, fo it AB= b + c und die Behauptung folgende: 
Atkb+c)x<c+b?=L[(b + c) + c]? und die 
Entwidelung der Ausdräde lehrt fogleich ihre Richtigkeit, 
Deu es ift 
Abt) e+b2mhbetäcr + b2 
"Ih +c)+c?%=b? +2bce+c? +2bce+2c? 
+ c?=4Abc + 4 c? + b? wie. zuvor. | 
LXXXV, Zum 9. Sage a) Es fi AC=a=mCB, 
CE=b, ff tAD=a+bmbDB=a—b De 
Ausdruck des Satzes wird nun folgender; | 
@+b?+@—b?=2a? +2 b% 
Da nun (ad + bi? = a? + 2 ab + b2 und 
(a — b)? = a? — 2 ab + b? ift, fo muß 
(a 4 5b? +(a — 5b? = 2a? + 2b? ſeyn. 
b) Segte man AB = a, folglich AC= CB =! a, 
und CD=b, fo wäre AD = 1%, à bund. DB = 1% a 
— b, und die Behauptung diefe: 


(Aa+b? + (na—b?=2X 6% +25? Da nun 


(Yya+b?=1, a? + ab + b?, ferner 
(1% a —b? — 1, a2 — ab + b2 ift, fo if 
(aa +b)? + (yya—b)? 7* a? + 262 M- 2b? 


Allein 2 x G ). =ı2 x, = 1/, a? fogrich 
ift die Richtigkeit des’ Sapıh erwiefen. 
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LXXXVI. Zum 10. Satze. Es ſei AC CB a 
und BD — b, ff AD=23a+b, und CD=a-+b. 
Der Lehrſatz iſt nun folgender: 

2a +b)? 4 323 22242(2 +bj?. Es wird aber 

a+b”? = 4a? + 4 ab + b?, folglich 

@a+b? +b2=4a? + 4ab + 2b? Da nun 

2 (4 4 B)2 242 + Aab +2 bi if, ſo iſt auch 

2a2 4 2(0 B)aS 4 422 + 4 ab 4 262 wie zuvor. 

LXXXVII. Zum 11. Sage. a) Die Moͤglichkeit 
der Aufidfung diefer Aufgabe geht daraus hervor, daß, wenn 
das Necdhte aus BH und BA größer ald das Quadrat von 
HA wäre, alsdann burch die Verkleinerung von BH jenes 
Rechteck Heiner und dieſes Quadrat ‚größer würde, Wäre 
aber da Nechte aus BH und BA fleiner als dag Qudbrat 
von HA, fo würde durch Vergrößerung der.BH das Rechteck 
größer und das Quadrat Eleiner werden. Da nun Ddiefe 
gegenfeitige Vergrößerungen und Berfleinerungen nadı dem 
Geſetze der Stetigfeit gefchehen Finnen, fo muß einmal das 
Rechteck dem Quadrate gleich werden. 
b) Eine algebraifche Auflöfung ift folgende. Es fei 
BA=a,HA=x,fpftBB=a—x und es ſol ſeyn 
(a — ) .* folglich iſt 
a? — ax — ı? und 
x? + ux a2, daher 
43 


2 3 
x? + ta settg ng fi | 
x 1 = v* — und endlich 
x — - + V 7 welcher Werth nun leicht con⸗ 


ſtruirt werden kann. 

Es fei (Fig. 304.) FG = a, fo verlängere man dieſe 
Linie über G bis GM = 1), a iſt, errichte in G auf MF dad 
Loth = SF = a und ziehe DM, fo it DM? = a? + 


9 = == — - und DM = vs Ser Wird nun aus M mit 
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MG ein Kreisbogen befchrieben, welcher MD in N fchneidet ‚ 
2 
ſo iſt UNů S a und NDm—Yar Vo 
LXXXVIII. Zum 12. Sage. Diefer Sag kann and) 
folgendergeftalt fehr einfach bewiefen werden. Es ift 
CD? = CA? + AD? > 2 CA x AD (II, 7.) Allein 


DB? = DB? folglich 
CD? + DB? = CA? + AD? +DB2 + 2CA ><AD, nun iſt 


. CD? + DB? = CB2alfe 


CB? = CA? + AD2 + DB2 + aCA x AD, aber 

AB? = AD? + DB? ‘ 

CB? = CA? + AB? + aCA x AD. . 

LXXXIX. Zum 13. Sage. Ein anderer Beweis dieſes 

Satzes, aͤhnlich dem vorigen, iſt dieſer. Es iſt 
AB? = AD? 4 BD? und 

.BC? = BD? + aBD><DC + DC? (II, 7.) folglich - 
AB? + BC? = BD?2.+ aBD><DC + DC? + AD? + BD? ober 
AB? + BC? =BD2 + aBD><DC + AC? + BD? oder - 
AB? + BC3—AC? + 2BD? + 2BD><DC, oder 





.AB?2 + BC? ="AC?2 + 2BD (BD + DC), h. 
AB? + BC? = AC? + 2BD><BC. 


LXXXX. Zum 19. Sage. a) Diefe Aufgabe kann auch 
durch Hülfe des nachfolgenden Lehrſatzes, welcher hier fchon 
eine Stelle finden könnte, aufgeloͤſet werden. 

Lehrſatz. 

Ein Winkel im Kreiſe, deſſen Scheitel in der Peripherie 
liegt und deſſen Schenckel durch die Endpuncte ſeines Durch⸗ 
meſſers gehen, iſt ein rechter. 

Wenn (Fig. 305.) der Winkel ABD mit ſeinem Scheitel B 
in der Peripherie liegt und mit feinen Schenkeln BA und BD 
auf den Endpuncten A und D des Durchmeſſers AD ſteht, ſo 
iſt er ein rechter. 

Wenn man durch B den Durchmeſſer BCE zieht, fo ift, 
wegen BC = AC, nun auch X ACE = 2 X ABC und auf 
gleiche Art, wegen BC= CD, auch XECD =,2 X CBD. 
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Daher iſt nun 
XACE+XECD—= 2x ABD; 
allein x ACE + X ECD=aR, baher 
it x ABD=R. 
‚ b) Um nun das Rechteck ABCD (Fig. 306.) in ein ihm 
gleiched Quadrat zu verwandeln, verlängere man AB über B 
bis AE = AD ift, befchreibe über AE einen Halbfreis, vers 


Jängere CB nach F und ziehe FA und FE, fo it XAFE 


= R und folgliy Quadrat FANM Rechteck ABCD. 
cI, 47. %» R , 





Anmerfungen 
zum 
Dritten Buche des Euclide®,. 





LXXXXIL Zur 1. Erflärung a) Was diefer Erfläs 
rung entgegen gu ftehen fcheint, kann leicht Dadurch vermittelt 
werden, daß man fagt: Gleiche Kreife find jene, welche fo 
in einander gelegt werden koͤnnen, daß fie ſich deden und folg⸗ 
lich nur einen Kreis bilden; und nun ferner beweifet, daß zwei 
Kreife, welche gleiche Durchmeffer oder Halbmeffer haben, fo 
in einander gelegt werden können, daß fie fich deden. Dieſes 
Legtere geht nun aus der Entftehung des Kreiſes dadurch eins 
leuchtend hervor, daß man zeigen fann, ed könne mit einem 
gegebenen Halbmeſſer nur ein Kreis befchrieben werden. 
Sollte aus C ( Fig. 307.) mit CA noch ein anderer Kreis ale 
ADBE koͤnnen befchrieben werden, fo müßte dieſer zumwenigften 
einen Punct aufferhalb 3. 3. in F, oder einen Punct inners 


halb 3. 38. in N haben. Man ziehe CF und CN. In jenem 


Salle it CF > CA und in diefen CN < CA (XII, a.) 
welches unmöglıch ift, da der Radius CA fich immer gleich bleibt. 


b) Auf ähnliche Art fönnte man den größern oder - 


tleinern Kreis ald jenen erflären,, deſſen Halbmeffer größer 


oder fleiner als der eines andern Sreifes ift, nachdem bewiefen 


. worden ift, daß der mit größerm Halbmeffer befchriebene Kreis 
nur zum Theil von dem mit kleinerm Radius befchriebenen gedeckt 
wird; fo wie ungefehrt diefer legtere nur einen Theil des erftern 
decken kann, was feine weitere Schwierigkeit hat. Diefe Erfläs 
rungen find daher hier ald Sacherflärungen zu betrachten. 
LXXXXII. Zur 2. Erflärnng. a) Mit mehr Klar 
heit fagt man, die Tangente fei jene gerade Linie am Kreife, 
welche mit demfelben nur einen Punct gemein hat; obwohl 


\ | | 301 


es entfchieden ift, daß jede gerade Linie, melche den Kreis 


fehneidet feine Tangente ſeyn kann. 

b) Diefe Erklärung der Tangente muß übrigens erft durch 
Die Säke der Wiffenfchaft zur Nealität gebradıt werden d. h. 
man muß durch überzeugende Gründe darthun, wie eine ſolche 
gerade Linie entſtehen kann. 

LXXXXIII. Zur 3. Erklärung. a) Auch hier kann 
man ſagen: Kreiſe beruͤhren ſich, wenn ſie nur einen 
Punet mit einander gemein haben. Dieſe Beruͤhrung kann ſo⸗ 
wohl von Auſſen als von Innen Statt finden. 

b) Iſt klar, daß auch dieſe Erklaͤrungen nur Worterklaͤ⸗ 


rungen ſind und erſt durch die wiſſenſchaftlichen Saͤtze muͤſſen 


gerechtfertigt werden. 


LXXXXIV. Zur 4. Erflärung. Da ed von einem 


Puncte aufferhalb einer gegebenen geraden Linie nur ein 
Loth auf diefelbe gibt, fo beftimmt diefed Loth den Abftand 


bes Punctes von diefer Linie, und der Sinn diefer Erflärung 


ift deutlich. Um folche gleichweit vom Mittelpunct abftehende 
Linien wirklich zu conftruiren, ziehe man zwei willführliche Halbe 
mefier, nehme von jedem ein gleiches Stuͤck und ziehe durch den 
Endpunct- auf fie zmei Lothe, welche den Kreis beiderfeits eins 
mal durchfchneiden müffen,, fo find diefe Linien die verlangten. 
LXXXXV. Zur 5. Erflärung. Auf ähnliche Art wie 
zuvor fönnen auch zwei vom Mittelpuncte ungleich weit abftehende 
gerade Linien im Kreife conftruirt werden, und dann fann mar 
fagen, jene derfelben fei näher bei dem Mittelpuncte, auf 


welche dag fleinere Loth fällt. 


LXXXXVI Zur 6. Erflärung. a) Wenn man in ber 
Meripherie des Kreifes zwei willführliche Puncte annimmt und 
zwifchen ihnen eine gerade Verbindungslinie zieht, fo heißt 
Diefelbe eine Sehne des Kreiſes. Daß aber feine zwei Puncte 
Diefer Peripherie, auch wenn fie noch fo nahe beifammen liegen, 
eine gerade Linie bilden koͤnnen und fomit die Sehne nie in den 
Bogen fallen fann, ifl leicht nachzuweiſen. In dem Kreife 
LFig. 308.) aus C mit CA feien A und B zwei noch fo nahe bei» 
fanmen liegende Puncte, fo kann die gerade Linie AB nie in 
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den Bogen AEB fallen, weil ZZ CAB= X CBA E R und 
folglich jede von C nach AB gezogene Rinie Fleiner als CA ſeyn 
und folglich mit ihrem Endpuncte. innerhalb des Kreifes liegen 
muß. 

‚b) Diefe Erflärung bed Kreisabſchnittes als jenes 
Theil der Kreisfläche, welcher zwifchen einer Sehne und dem 
Durch ihre Endpuncte beitimmten Bogen enthalten ift, ift alfo 
hier ſchon als Sacherflärung zu betrachten. Auch fieht man 
leicht, daß jede Sehne im Kreife zwei Abfchnitte, einen 


größern und. einen Eleinern habe. Iſt die Sehne ber. 
Durchmefier, fo find beide Abfchnitte einander gleich und jeder. 


iſt ein Halbfreis. Kerner wird hieraus deutlich, wad man 


Sehne des Abſchnitts und Bogen, des Abfchnitts 


nennt 
\ LXXXXVII. Zur 7. Erfiärung. Diefe Erflärung 


des Winkels, welchen eine Sehne im Kreife mit ihrem Bogen 
bildet, alfo etwa (Fig. 308.) des Winfeld FGH, läßt ſich 
wohl durch die Anfchauung erläutern, kann aber erft durch die 
fpäteren Lehren der Wiffenfchaft, näher verftanden werden. 
Einige haben fie, als eingeſchoben, aus den Elementen des 
Euclides weggelaffen. 

| LXXXXVIIL Zur 8. Grtlärung. a) Wenn man in 
dem Kreisbogen ( Fig. 308.) GHF den willführlichen Punct I 
nimmt und JF nebft JG zieht, fo ift der Winfel FIG der Winkel 
- im Abfchnitte FGIF. Man fieht aber, daß der Punct J auch 
anderswo genommen werden fönnte, wodurch die Linien FJ 
und JG eine andere Lage erhalten. Ob der nun entfiehende 
Winkel auch ein anderer, d. h. ein größerer oder ein kleinerer 
als der vorige fei, fann aus diefer Erflärung, welche übrigens 
eine Sacherflärung ift, nicht erfannt werden. Die folgenden 
Säge werden lehren, daß alle diefe Winkel einander gleich find. 

Auch iftflar, daß in dem größern Abfchnirtte FABGF folche 
Winkel entfiehen, wenn man von F und Gınadh A oder 
nach B gerade Linien zieht. 

b) Die Grundlinie des Abſchnitts iſt immer bie 
Sehne des Kreifes, welche denfelben mit dem ihr zugehörigen 


Bogen bildet. Die Höhe des Abſchnitts Könnte man jenes 
Loth nennen, welcdhed aus der Mitte der Sehne. auf fie ſenk⸗ 
zecht errichtet und bis zur Peripherie verlängert wird. Uns 
gleiche Abfchnitte haben verfciedene Höhen. Jedes andere 
auf die Sehne gezogene, bid zum Umfange verlängerte Loth ift 
fleiner als jenes frühere. Diefe beiden Säge muſſen aber erſt 
bewieſen werden. 

LXXXXIX. Zur 9. Erflärung Go ſteht alſo (Fig. 
308.) der Winfel FIG auf dem Bogen FABG. Dädite man 
fidh die geraden Linien FA und AG gezogen, fo fände der 
Winkel FAG auf dem Bogen FJG und beide Winkel würden 
zufammen die ganze Peripherie des Kreiſes zwiſchen ihren 
Schenkeln faſſen. 

Ueberhaupt ſagt man von jedem Winkel, deſſen Scheitel 
in der Peripherie liegt, er ſtehe auf jenem Bogen, welcher 
zwiſchen feinen Schenkeln liegt. So ſteht der Winkel FGJ auf 
dem Bogen FJ und der Winkel GEJ auf dem Bogen GHJ. 

Eben diefes gilt auch von dem Mitielpunctswinfel ACB, 
welcher auf dem Bogen AEB fteht. 

'C. Zur 10. Erfiätung. Es ift alfo (Fig. 309.) jenes 
Stuͤck ded aus C mit CA befchriebenen Kreifes, welches zwiſchen 
den Halbmeffern AC und CB und dem zwifchen ihnen fiegenden 
Bogen AGB eingefchloffen wird, ein Kreisausfhnitt. Man 
nennt X ACB den Winfel des Ausſchnitts und Bogen 
AGB den Bogen des Ausſchnitts. NRüdt nun CB alle 
mählig in die Lage CD, wodurdy ACB zum 3 ACD wird, 
fo waͤchſt der Ausfchnitt hierdurch an Groͤße und wenn CD noch 
weiter bis zur Lage CE, in die Verlängerung von AC, forts 
rüdt, fo vereinigt fi in dem Halbkreiſe ABDE fowohl der 
Yusfchnitt ale‘ der Abfchnitt. Käme CE in die Lage von CF, 
fo fönnte man fich unter ABDEF einen auswärtsgehenden Aus⸗ 
fehnitt und unter ACFH den gewöhnlichen Ausfchnitt, als feine 
Ergänzung zum ganzen Kreiſe vorftellen. 

CI. Zur 11. Erflärung. Wenn in dem Kreife ( Fig. 
310.) ACEF durch den Abſchnitt ABC der Winfel ABC und durch 
den Abfchnitt DFE der Winfel FED gebildet wird, fo find diefe 


504. 


zwei Abfchnitte nicht bloß einander ähnlich, ſondern congruent, 
wenn auch noch x BXE if. Wäre aber x ABC —= 
3 MNP in dem größern Kreiſe MPOH, ſo wärden beide Abs 
fohnitte ABC und MNP einander ähnlich feyn d. h. an Geftalt 
übereinftimmen bei verfchiedener Größe. Eben fo auch Abfchnitt 
FED und HSQ, wenn x FED X HSO if. Diefe Achns 
lichfeit muß indeffen, To wie jene Congruenz, ebenfalls erft 
wiffenfchaftlich sbegründet werben. 

CH. Zum 1. Sage. Der Beweis diefed Satzes ift ins 
Direct. Will man einen directen Beweis, fo laffe man folgens 
den Hülfefag vorausgehen. 

. Wenn man vom Mittelpuncte bes Kreiſes ein 

Loth auf eine Sehne in ihm zieht, fo wird dDiefelbe 
halbirt. 

Es ſei (Fig. 311.) CD ein Loth auf AB, ſo iſt AD= DB. 

Man ziehe AC und CB, fo ift, wegen CA = CB, aud 
x A=3XB; daher, wegen X CDA X CDB R, 
au) X ACD X BCD und folglich CDA SA CDB, wo- 
raus AD = DB folgt. 

Oder: Da CA? — CD? = AD? und CB? — CD? —= 
DB?, fo muß auch AD? = DB? und folglidy AD — DB feyı. 

Zufaß. 1. Da von C nur ein Loth auf AB möglidy ift 
und dieſes in der Mitte von AB eintrifft, fo muß auch das 
aus der Mitte der Sehne errichtete Loth DC durch den Mittele 
punct des Kreifes geben. 

Zufag. 2. Wird daher diefes Loth CD über C und D 
‚nach E und F verlängert, fo muß EF der Durchmeffer und 
folglich in deſſen Mitte c des Kreifed Mittelpunct feyn. 

BZufag. 3. Auch folgt hieraus, daß ein Kreis nur einen 
Mittelpunct habe, denn er fann nur in dem einen Lothe 
"DC und muß folglich in der Mitte von FE liegen. 

CHI Zum 2. Sage. a) Auch diefer Sag kann leicht 
Direct bewiefen merden. Wenn AB (Fig. 312.) die gerade 
Linie ift, welche die Puncte A und B des Kreifed verbindet, 
fo" ziehe man die Halbmeffer CA und CB, wodurch das gleich 
fehentelige Dreieck ACB entfteht, in weldyem X CAB= 3X CBA 


Rift, Ziche man nun das Loth CD, fo muß dieſes zwifchen 
A und B nnd. zwar nach CI.) in der Mitte von AB in D eins 
treffen un es tft CD < CA. Daher liegt Dinnerhalb des 
Kreifes.. Da jede andere gerade. Einie, wie CE, ebenfalls < 
CB.ift, fo muß. auch jeder Punct zwifchen A und B fi in dem 
Kreiſe befinden. Wird AB über B verlängert, fo muß CF > 
CB feyn und folglich F aufferhalb des Kreiſes liegen. - 

b) Daher kann eine gerade Linie den Kreis nur in zwei 
Yuncten durchſchneiden. Denn hätte fie auffer A und B noch 
einen Punct gemein, fo müßte eine Linie wie CE oder CF der 
Linie CB gleic; feyn Finnen, welches unmdglich if. Demnach 
kann durch drei in gerader Linie liegende Puncte fein Kreis 
befchrieben werden und jeder Kreiöbogen, ſei er and) noch fo 
Hein, muß als eine frumme Linie betrachtet werden, 

CIV. A)- Zum 3. Sate Daß bag von E auf AB 
gezogene Loth diefe AB in F. halbirt, ift bereits oben ( CII.)- 
bewiefen worden. Wird diefed Loth EF bis zur Peripherie in 
D verlängert, fo ift audı) Bogen AD = Bogen DB. Denn da 
Winfel AED = Winfel DEB ift, fo kann jener fo in biefen 
gelegt werden, daß fich beide decken und EA inEB fällt. Sollte 
nun Bogen AD nicht in den Bogen DB fallen, fo müßte ein 
Yunct von AD aufferhalb DB oder innerhalb BD fallen, welches 
Beides nicht möglich iſt, da fonft die. Halbmeffer ungleich 
"wären. Zöge man noch die Sehnen AD und DB, fo fönnte 
man bier fchon einfehen ‚baß AD = DB wäre, weil A AED 
= A BED if. 

CIV. B) Zum 4, Satze. a). Die Theſis des Sahes 
heißt eigentlich: ſo kann nicht jede von der andern 
balbirt werden. Denn es ift llar, daß eine von der andern 
balbirt werden Fann.: 

. 5b). Wenn fich zwei gleiche gerade Linlen (Fig. 313:) AN 
und BM dergeftalt im Kreiſe fchneiden, daß ihre Segmente AD 
und BD, fo wie auch MD und ND einander gleich find, fo 
wird eine Linie HDJ, welche Die Scheitelwinkel ADB und MDN 
balbirt, und beiderfeits zur Peripherie reicht, ein Durcmeffer 
dieſes Kreifes feyn. Denn wenn man MN zieht, fo ift A 
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MDO 53 A NDO folglih MQ = NQ und ed muß fich in dem 
Lothe OD der Mittelpunct des Kreiſes befinden. 

CV. Zum 5. Sag. a) Hier werden zwei Kreife voraus 
gefett, welche einander‘ burchfdmeiden. Sollen fie. wir. 
lich conſtruirt werben, fo müflen’fie verfchiedene Mit 
telpuncte haben. Denn hätten fie nicht verfchiedene Mittels 
puncte, fo müßten fie denfelbigen Mittelpunct haben. Haben 
fie aber einerlei Mittelpunct und auch einerlei Halbmeſſer, fo 
find es congruente Kreife, weihe nur einen einzigen 
bilden. Sind die Halbmeſſer verfchieden, fo kann der größere 
Kreis mit dem EHeinern keinen Punct gemein haben und. beide 
. können fich daher nicht fchneiden. Allein nicht alle Kreife, 
welche verfchiedene Mittelpuncte haben,  fchneiden. einander. 
Daher bemerte man über dad Schneiden und Berühren ber 
Kreife folgende Säge. j 

b) Wenn die Entfernung der Mittelpuncte zweier Kreife 
größer ift, als die Summe ihrer Halbmeffer, fo liegen beide 
ganz auffer einander und. haben feinen Punct mit einander gemein, 

Es fei (Fig. 314.) AB > AD + EB, fo liegen die Kreife 
 M und N ganz auffer einander, ' 

Denn hätten fie auch nur einen Punct 3.3. C gemein, fo 
wäre AC Halbmeffer von M und BC Radius von N und es 
müßte AC + CB < AB feyn, was widerfprechend iſ ‚ba ÄC 
+ CB > AB feyn muß. 

0) Wenn die Entfernung AB (Fig. 315.) zmeier Kreiſe M 

und N fo groß ift, als die Summe ihrer Halbmefjer AC und 
CB, fo haben diefe Kreife nur den Punct C gemein d. h. fie 
berühren fid) von Auffen. 

Denn wenn fie nody einen Punct, etwa D gemein hätten, 
fo wären AD und BD die Halbmeffer .diefer Kreife und es 
müßte AD + DB AB feyn, was nicht feyn kann, da AD + 
DB > AB iſt. 

d) Wenn die Entfernung ber Mittelpuncte CD (Fig. 316.) 
Heiner if, als die Summe der Halbmeffer, d. h. wenn CD < 
CB + AD, fo muͤſſen fidy die zwei Kreife in zwei’ Puncten 
Burchfchneiden. 


Beſchreibt man mit CB den Halbfreis BHE;: fo muß ſtch 
der Punct A innerhalb ſeiner Flaͤche befinden. Wird daher nit 
DA ebenfalls ein Halbkreis ASF Kefchrieben, fo muß derfelbe, 
da der. Punct-F offenbar aufferhalb des Halbkreiſes BHE liegt, 
dieſen letztern nothwendig durchſchneiden. Daher hat in N eur 
Durchſchnitis nunct Statt. Auf ähnliche Art muß ein zweiter 

Durchſchnitt in M. erfolgen. 

e) Wern die Entfernung der Mittelpuncte zweier: Kreife 
CD (Fig. 317.) nebft dem Halbmefjer DB des Eleinern fo groß 
ift als der Halbmeffer des größern, fo befindet.fich. ber fleinere 
Kreis ganz innerhalb des größern und hat in mit ihm nur einen 
Merührungspunct gemein: 

Denn hätten diefe Kreiſe aufier; B. noch einen andern 
Dunst, etwa E gemein, fo ziehe man CE und.DE, welche 
ebenfalls Halbmeſſer ſeyn müßten, Da nın CD + DB= CB 
ift, und DB= DE, aud) CB=CE wäre, fo müßte auch CD 
+ DE —=CE feyn, mas widerſprechend iſt, weil CD+DE 
> CE feyn muß. 

f) Wenn die Entfernung ber Mittelpuncte zweier Kreife, 
oder CD (Fig. 318.) nebft dem Halbmeffer DB des einen Fleiner 
ift, als der Radius CA des andern, d..h. wenn CD + DB <. 
CA ift, fo liegt der Eleinere Kreis ganz innerhalb des größer 
und hat feinen Punct mit ihm gemein. 

Denn wenn beide einen Punct, etwa E gemein hätten, fo, 
wäre DE Halbmeſſer des Fleinern und. CE Radius des größern 
Kreifes und es mpißte, nad der Annahme, CD+DE<CE 
feyn, was nicht möglich if, da CD + DE > EE feyn 
muß. .. Ä — 

Auſſer dieſer fuͤnffach verſchiedenen Lage kann bei. 
zwei Kreiſen aus verſchiedenen Mittelpuncten keine andere mehr 
Statt finden. 

CVI. Zum 6. Satze. a) Die Hypotheſis, dieſes Satzes 
(zwei Beruͤhrungskreiſe von innen) iſt nun durch dag Vorher⸗ 
gehende erwieſen. 

b) Hätten ſie einen gemeinfchaftlichen Mittelpunet, fo 
müßten fie, bei gleichen Halbmeſſern, durchaus ineinander. 
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fallen und, bei verfchiebenen Radien, whßte ber Kleinere ganz 
in dem größern liegen. 

CVII. Zum 7. Satze. a) Soll alfo durch einen in ber 
Kreidebene gegebenen Punct B (Fig. 319.) eine gerade Linie 
zur Peripherie gezogen werben , welche die kleinſte von allen 
möglichen it, fo ziche man durch B und den Mittelpunct C 
die gerade Linie BC, welche, nach D und A verlängert, zum 
Durchmeſſer AD wird. Hier ift nun BA dieſe Heinfte Linie. 
Die größte aber, welche aus B zur Peripherie gezogen wer« 
den kann, ift BD. 

b) Da es bei fletigen Größen zwifchen dem Größten und 
Kleinften noch ein Mittleres geben muß, fo entfieht die 
Frage: Wo liegt diefe mittlere Einie, weldye, wie man leicht 
einſieht, dem Halbmeſſer gleich feygn muß? — Wenn mau BG 
‚in F halbirt aus F das Loth FE auf AC errichtet und EB 
zieht, fo ift BE diefe mittlere Linie. Denn es ift, wie 
man leicht findet, AEFCS A EFB, folgli BE = CE 
Da nun CE ein Halbmefjer des Kreifes ift, fo muß auch BE 
ein folcher feyn. 

CVIN. Zum 8. Sage. a) Daß’Euclides in dieſem 
Sage von Linien fpricht, welche and dem Puncte D nad dem 
hohlen und nad dem erhabenen Theile der Peripherie ges 
zogen werben, ift deßhalb nicht zu: billigen, weil die Örenze 
nicht nacdhgewiefen ift, welche in Bezug auf diefen Punct D, 
das Hohle vom Erhabenen fcheidet. Diefe Grenze liegt da, 
wo zwei von D an den Kreis gezogene Tangenten benfelben 
berühren. Sener ‘Theil der Peripherie welcher zwifchen diefen 
Berührungspuncten nach D. hin liegt‘, ift der erhabene und der 
andere, immer größere Theil derſelben ift der hohle in Bezug 
auf D. Allein Euclides lehrt erft fpAter (17. Satz) wie von 
D diefe zwei Tangenten zu conftruiren find, obgleich ſowohl 
bie Confteuction der Tangente für einen Punct in der Peris 
pherie, als auch für einen Punct aufferhalb des Kreifes 
ſchon vor dem 8. Sage hätte nadhgewiefen werden koͤnnen. 

b) Mit Umgehung diefer Begriffe vom erhabenen und 
hohlen Theile der Peripherie könnte man beweifen: 
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daß unter allen Linien, welche aus D nad einem 


willfährlichen Puncte der Peripherie gehen, jene 
weiche durd) den Mittelpunct tritt, alfo DMA, bie 

- größte ſei. Es ift alfo nach Euclideg zu zeigen ; daß 
DA>DE; DA>DEF; DA > DH; DA>DG 
u. ſ. f. fei. 

-3). Daß unter allen aus D nach irgend einem Puncte 
der Peripherie gezogenen Linien jene (nämlich DG) die 
Heinfte fet, welche das auffer dem Kreife liegende 
Segment der Berbindungslinie DM bildet; wo denn 
bewiefen wirb, daß DG < DH, DG <DC, DG < 

. DEw ſ. w. if. 
CK. Zum 9. Sage. Die Richtigkeit des Satzes geht 
ſeglein daraus hervor, daß aus jedem Puncte D (Fig. 313.) 


welcher nicht der Mittelpunct des Kreiſes ift,. Cnach 7. Sat). 


nur zwei gleiche gerade Linien DA =DB oder. DM = DN zur 
Deripherie gezugen werden Lönnen. Wenn alfo aus einem 
Puncte im Kreife drei gerade und gleiche Linien zum Umfange 
gehen, fo muß diefer Punct der Mittelpunct ſeyn. 

CX. Zum 10. Satze. .a) Diefer Say kann auch dadurch 
-bewiefen werden; daß zwei Streife, welche drei Puncte mit ein, 
ander gemein haben, ſo ineinanderfallen muͤſſen, daß fle ſich 
decken. 

Durch drei nicht in gerader kinie liegende Puncte cFig. 
320.) A, B und D einen Kreis zu conſtruiren, verbinde man 
diefe Puncte durch die geraben Linien AB und BD, halbire 
ABin E, BD in F und errichte die Lothe EC und FC nad 
der Deffming des MWinfeld ABD hin, fo muͤſſen fich diefe, 
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weil nach gezogener Huͤlfslinie EF der X FEC<R and auch 


XEFC<ER ift, einmal in C durchfchneiden. Zieht man nun 
CA, CB und‘ CD, fo ift leicht einzufehen, daß AEC S 
- ABEC und A BFC 353 A DFC und folglich CA = CB = 
CD iſt. Daher muß der mit CA aus C befchriebene Kreis 
Durch die Puncte A, B und D gehen. 

b) Auch fieht man hieraus, daß. burch diefe feſtbeſtimmte 
Puncte A, Bund D nur ein Kreis confiruirt werden kann, 
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weil die Rothe EC und FC. aur einen Dunchſchaittapunct 
K.geben. . . 

3 ..c) Wenn ſich. aun zwei oirüiilebene Rieife im dret Puncten 
durchſchneiden koͤnnten, fo müßten fie dieſe drei Puncte gemeins 
Schafttich haken.: Da aber durch diefe Drei Puncte, melde nie 
in einer geraden Linie liegen können, nur ein Kreis möglich 
At, fo wären es nicht: zwei” verfchiebene Kreife,: ‚.. fondern es 
müßte nur ein einziger ſeyn. 

d) Kreife, welche drei Puncte.anit einander gemein haben, 
find nicht mehr zwei verfchiebene Kreiſe, ſondern Deden einander. 
2: - CXL::3um41, Sage. In der Hypotheſis dieſes Satzes 
werben wieder zwei Kreiſe vorausgefegt,. wovon einer Den 
andern von Innen beruͤhrt. Die Eonfiruction folcher Kreife 

ıhat Euclides nicht nachgewiefen, iſt aber oben (xv, e) 
gezeigt worden.. 

CXH.. Zum 12. Sage Da ‚bier dieſelbige Hypotheſis 
in Bezug auf zwei Kreiſe Statt findet, ‚welche ſich Auſſen 
berühren, ſo gilt hier die nämliche Bemertung wie zuvor. 
Man ſehe oben (CV, c.) 

CXUL Zum 13. Sage... Auch bie waheh⸗·i dieſer 
zwei Behauptungen geht aus dem hervor, was bereits fruͤher 
von dieſen Beruͤhrungskreiſen (CV, c u. e) bemerkt worden iſt. 

CXIV. Zum 14. Satze. Dieſer Satz folgt auch daraus, 
daß, wenn AB=CD iſt, auch AF=CG ſeyn muß, und nun 
‚die rechtwinkeligen Dreiecke EFA und EGC, weil. in ihnen 
AF=CG, ferner EA=CE mdıLEFA=XEGC=—R if, 
einander congruent find, da von A-nur eine fchiefe. Linie 
‚= AE auf den Schenfel FE möglicdy ift, welche eine beſtimmte 
Groͤße hat (XLIII, d, e.) 

Iſt aber EF=EG un EA=EC, fo muß aus gleichem 
Brunde auch FA=GC und folglich ABs=CD feyn, - 

CXV.: Zum 15. Sage. a) Daß die größte Linie, welche 
von einem willführlichen Puncte A- (Fig. 321.) des Kreiſes 
ADB in demfelben gezogen werden fann, der Durdimefier ACB 
tft, folgt leicht daraus, Daß jebe andere Kinie wie AD Fleiner 
al AB feyn muß. Wenn man.CD zieht, fo ift AC + CD 


zu 


> AD; ‚allein AC +0= AC + CB = AB; daher 4B 
> AD. 

'b) Benn EG cdig 322.) näher bei c iſt als DF, ſo iſt 
EGDEF. Da bier das Loth. CBCA iſt und CE=CD, 
fo muß ,; weil EB?==CE%.— CB? und DA? — CD? — CA2, 
bier. EB?.> DA? und folglich auch EB > DA ſeyn. 

Auf Abnliche Art wird. bewiefen, daß, wenn EG>DF ' 
it, auch CB<CA feyn muß. 
7; CXVE Zum 16. Sage. a) Durch diefen Sag wird der 
Begriff ber Tangente zur, eigentlichen Gacherflärung. Da 
Die Linie AB (Fig. 323.), welche in D auf ED Iothredht fieht), 
nur diefen Punct mis dem Kreife gemein hat, folgt auch ſogleich 
Daraus, daß jebe andere aus C gezogene, wie CE bder CF, 
weil X CDE=3CDE —=R ift, größer als CD feyn und 
folglich ihren Endpunct aufferhalb des Kreifes haben muß. 

b) Da jeder Punct der Peripherie, wie M oder N, einen 
andern, Radius CM oder CN hat, fo hat auch jeder Punct der 
Peripherie eine andere Tangente. 

.. - CXVH. Zum 17. Satzze. a) Eh iſt klar, daß durch 
dieſelbige Conſtruction noch eine zweite Tangente AH: Se 
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b} In Bezug auf den Punct Uu. B wirb der Bogen EnB 
erbaben und der Bogen HNMB hohl genennt. 

c) Wenn der Punct A in der verlängerten DA korteäet , 
fo muͤſſen die Tangentenpuncte H und B immer mehr gegen N - 
und M rüden, ohne daß H je einmal in N und B in M file, 
Dean nım müßten bie beiden Tangenten, weil bei N und M- 
rechte Winfel wären, mit einander parallel feyn, wag ber 
Annahme widerfpriht, daß fie aus einem Puncte in der 
verlängerten Linie DA fommen. . “ 

‚ d) Rüdt dagegen A näher nach D, fo rüden auch H und 
B mehr nach D, und wenn A in D felbt fällt, fo fallen auch 
H und B in D und aud zwei Tangenten wirb nun eine 
einzige. 

e) Gier bemerkte man folgende Aufgabe. Es find (Fig. 
325.) zwei Halbkreiſe FAR und JDL von ungleichen Radien 
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CRBu auf ber naͤmlichen geraden Linie FE gegeben. Man 
ſoll eine Linie ziehen, welche für jeden eine Tangente ift. 

., Man halbire CB in G, befchreibe einen Halbkreis CMB 
und frage aus C in benfelben bie CH==CK — BL. Zieht man 
nun HB, fo it XCHB=R. Wird nun CH nad A verläns 
gert, durch B die BD mit CA parallel gezogen und durch A 
und D.die gerabe. AD gelegt, fo iR AD bie Tangente für beide 

Kreiſe. 
| Denn weil 3 CHB=R, .fo ik auch XAHB= R und 
weil BD mit HA gleichlaufend ift, fo muß auh HBD R 
ſeyn. Da fernee HA BD, fo ift AHBD ein Rechteck und 
SCHAD=3BDA==R, folglich AD für jeden Kreis Rangente, 

CXVIII. Zum 18 Sage Dieſer Sag läßt fich auch fo 
beweifen, Wenn DE in C auf FC lothrecht fieht, fo ift DE 
eine ‚Tangente. Run gibt ed aber ‘von F auf DE nur ein 
M toth; folglich muß dieſes Loth der Radius FC ſeyn. 

:CXIX. Zam 19. Satze. Auch fo. Wenn DE in C eine 
Tangente it, fo muß der Radius GC auf ihr Iothrecht ftehen 
t18! ©.) Nun gibt ed aber auß-C nur:ein Coth auf DE; 
folglich muß dieſes durch den Mittelpunct gehen. 

CXX. Zum 20. Sage. a) Der einfachfte Fall im der 
Lage ift der, bei.dem (Fig. 326.) der eine Schenfel BA des 
Peripheriewinfeld . BAD: durch den Mittelpunct des Kreifes 
geht. Hier it BCD der ihm entfprechende Mittelpunctöwinfel 
und man: hat, wegen CA=CD,, fogleid xA= XD und 
XBCDS2XA. 

b) Wäre (Fig. 327.) ABD: der Peripheriewinkel und X 
ABD>R, fo würde der Winfel am Meittelpuncte‘ der aus 
wärts gehende Winfel ACD feyn, welchem der Bogen AHD 
entfpricht. Hier ift wieder. XL ABD==1%,3 ACD, was nm fo 
anfchaulicher wird, wenn man BCH zieht, wodurch XACD 
== 3 ACH +3 HCD wir, 

CXXI. Zum 21. Sage. a) Auf ähnliche Art find auch 
die Winkel im anderen Abfchnitte BCD , wenn fie ihre Scheitel 
in dem Bogen BCD und ihre Schenkel in B und D haben, unter 
ſich gleich. 
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b) Wenn die Sehne BD C Fig: 328.) Heiner iſt als des 
Kreifes Durchmeſſer, fo find.die Peripheriewinfel im größern 
Kreisbogen BAD fpige; jene im Heinern Bogen BED aber 
Aumpfe Winkel. Denn wenn man die Halbmeſſer CB und CD 
zieht, fo ik CBCD<2R, allein X BADız= '/, 3CBCD,;; 
folglih BAD <R. Ä 

Auf ähnliche Art ift der erbabene Mintel BCD. , welchem 
ber. Bogen BAD entfpricht, größer ald 2R, weil BCD (der 
„gewöhnliche Wintel) <aR; Da nun xBED= Y, x BeD 
Cdem erhabenen), fo iſt auch X BED >R:. | 

.c) Daß alle Peripheriewinfel, melde mit ihren Sqherkela 
auf dem Durchmeſſer ſtehon, roͤchte Winlei ſind, M bereite 
oben (LXXXX, a) bewieſen · worden. J 

CXXH. Zum 22. Sage De umgefehrte Sa, nebſt 
feinem Beweiſe, iſt folgender. Wenn in einem Vierecke die 
zwei Paare von Gegenwinkeln zwei Rechte betragen, fo kann 
ein Kreis durch feine vier Winkelpuncte befchrieben werden. 

Wenn (Fig. 329.) ABGD dad Viereck it, worin 3< ABC 
+ 3ADC—=aR und xBAD+-XBCD=RR,. fo befchreibe 
man aus G eimen Kreis, welcher Durch. die Puncte B, A und 
D geht (CX, =). Sollte dieſer Kreis nun nicht durch C gehen, 

fo müßte er brüber, etwa nach BED, oder drumter, wie nad 
BED fallen. | 

Wäre. jenes, fo mäßte, wenn BC nach F verlängert und 
DF gezogen wird, BED + ICAZ-OR ſeyn (22. ©): Da 
aber auch XBCD+ XA=NR if, fo wäre xBED=x 
BCD, welches unmoͤglich iR. 

Märe diefes, fo müßte, wenn man: ‘BE sieht ‚X BED 
‚== X. BCD ſeyn, weldjed ebenfalls nicht ſeyn kann. 

CXXIII. Zum 23. Sage a) Sollte über AB (Fig. 
330.) auffer dem NAbfchnitte AFEB noch ein anderer möglich 
feyn, ber ihm ähnlich ift, fo müßte dieſer entweder einen 
Punct aufjerhalb deffelben, wie C, oder innerhalb deſſelben, 
wie D, haben. Wäre jenes, ſo muͤßte, wenn AC, CB und EB 
"gezogen wird, ZLACB==3CAEB; und wäre diefes, fo müßte, 
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wenn BDF, AD: mb AF gezogen wird, 3_ADB=2.AFB 
fegn, welches widerfpredhend if. 

b) Daß auf der andern Seite von AB ebenfalls fein 
ſſolcher Aöfchmitt moͤglich iſt, folgt darans, daß man den geges 
benen Abſchnitt AFFEB jenfeitö .der Linie AB conſtruiren und 
nun den naͤmlichen Beweis wiederholen kann. 

CXXIV: Zum 24. Sage: a) Da die Congruenz ans 

"ber Uebereinſtimmung in Geſtalt und Größe hervorgeht, fo 
Kid Diefe bier "genannten Kreisabfchnitte einander .congruent 
d. h. fie können fo in einander fallen, daß fie nur einen eine 
zigen bilden. 
:  „b):Qber wie werben wei Kreisabfchnitte conſtruirt, welche 
"einander bloß ähnlich find?. Nur hierdurch kann die oben geges 
‚bene Erklärung. (III, 11 Erkl.) zur Sacerflärung werben. 
‚Die leichte Sonftruction, welche Euclides übergangen hat, 
iſt folgende. 

„Es fei (Fig. 331.) in dem Kreife um D ein Abfchnitt 
ACB gegeben und man fol einen ihm ähnlichen. in dem Kreiſe 
am N conftruiren, 

Man ziehe AD und DB, fodann EN mintahelich und 
made XN=3D. Wird nun EF gezogen, fo iſt Abſchnitt 
TFMp aͤhnlich dem Abſchnitte ACB. 

Nimmt man die willkuͤhrlichen Puncte G und H. und zieht 
‘AG, GB und EH, HF, fo iſt, wil xD=3&N, ud XG 
XB.Allein es iſt C . 2 Rund SH XM=AR, 
folglich acch ZC=3M. Iſt-aber ein Winfel des einen 
Abſchnitts einem des andern gleich, ſo ſind auch alle ein⸗ 
ander gleich und dieſe Abſchnitte einander aͤhnlich. 

CXXV. Zum 25. Satze. Von dieſem Satze theilen wir 
‚folgende hoͤchſt einfache Aufloͤſung mit. 

Wenn (ig. 332.) ADB der. gegebene Abſchuitt iſt, fo 
thalbire man AB in E, errichte dad Loth DEH auf AB, ziehe 
BA, fe it XEDA<R, fo wie auch ZDAE<R. Run 
errichte man in A auf DA Bad Loth AL, fo muß dieſes, weil 
ADC + XDAL<2R, die DH ſchneiden. Es fei G diefer 
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Durchſchnittspunct, ſo halbire man DG in Cund es iſt:C 
der Mittelpunct des zu Fnbenden Kreiſes, deſen Abſchnit 
ADB ift. 

Denu wenn man mit Pe CD Einen Salbkreis über GD 
nach A Hin befchreibt, ſo muß derfelbe:yurch A gehen. : Wäre 
diefes- nicht, fo müßte CA>CG oder CA<CG feyn Yık 
erſten Falle nehme man CMi= CG und es müßte der von ben 
zwei an ziehenden Linien GM und MD:bti-M gebildete Wintel 
EMD Riſeyn, was nicht ſeyn kann, Ba x GADER fl. 
Sm zweiten Kalle ſei CN=CG, fo müßte ber von den zu 
ziehenden Linien GN und ND gebildete-Minfel GND =R'feyn, 
was ebenfalls nicht "Statt findet, weil! GAD=R- ifl. 97:5? 
CXXVI. Zum 236: Sage. a) Auch beinerfe man folge 
den: einfahren Beweis. "Da, nad der: Annahme, GEHE 
"and :BGC = XEHF,. fo kann BGC Fo in EHF gelegt wer⸗ 
ben, daß fie ſich decken. Sollte num der Bogen BEC :deR - 
Bogen ELF nicht deden‘, fo: müßte irgeitb ein. Punct von. BKC 
entweder innerhalb des Raumes HELF;' oder aufferhalb deſſel⸗ 
ben fallen. In jenem Falle waͤre die von H.ndd; ihm gezogene 
Linie kleiner und in dieſem größer als HE, was unmöglich iſt, 
weit alle Puncte in BKC von G bie unerdnbert Entfernumg 
=6B= HE haben. 

- Da die Peripheriewinfel A und‘ D nur dann einander 
tete fitid, "wenn ihnen gleiche Meittelpunetswinfel G und B 
„enffprechen, fo müffen- auch Die Bogen BKC und ELF einander 
gleich feygn, wenn XAXD if. 

b) Auf aͤhnliche "Art wird berviefen ‚ daß, wenn x B6C 
.>EHF wäre, nun auch Bogen BKC> Bogen ELF ſeyn mnf; 
und umgefehrt, wenn x BGG < X EHF wäre, fo müßte auch 
Bog. -BKC < Bog. ELF fegn. — -Ferner, wäre ı BGC=2 
3<EHF, fo müßte auch Bog. BKC—=2 Bog. ELF feyn u. T. f. 

CXXVII. Zum 27. Satze. Diefer Sab, der umge 
fehrte des vorigen, kann auch fehr Teicht durch das Ineinander⸗ 
legen der als gleich angenommenen Bogen bewiefen werben, 
wobei fich die ganzen Ausſchnitte und folglich auch die Winkel 
am Mittelpuncte decken muͤſſen. — Auch gehoͤren groͤßere Bogen 
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zu :größern Winkeln, kleinere Bogen zu Fleinern Winkeln und 
2, 3..,. nmal größere Bogen entfprerhen au 2, 3....nmal 
srößern Winkeln. 

: CXXVIHL Zum 28. Sage Auch iſt der. zur geößern 
Sehne gehörige Bogen quf der einen Seite größer und auf 
der audern Geite Heiner, ald der zur Fleinern Sehne gehörige 


auf einer Seite derfelben. Denn wenn EF>BC if, fo muß 


end, weil KB=KC=LE=LF it, XL) XXK und folg 
lich Bogen EHF > Bogen BGC » aber auch Bogen EDF < 
Bogen BAC ſeyn. 

CXXIX. Zum 29. Sage. Diefer Sag ift der umges 
kehrte deB vorigen, und kann auch fehr einfach dadurch bes 
wiefen werden, daß, wenn Bog, BGC == Bog. EHF tft, jener 
fo in.diefen gelegt werden fann, daß fie ſich Dedegg wo benn 
zwiſchen den in eimander. liegenden: Pywcten B, Em C, F 
nur eine gerade kinie moͤglich iſt. 

::" MWingefehrt. folgt nicht immer, daß, wenn 1 Bog. EHF > 
Bog. BGC ift... auch. EF>BC. feyn müffe. Denn wenn Dog. 
EHF bis zum Bogen EHFDN waͤchſt, fo Eönnte EN<BC feyn. 

CXXX. Zum 40. Sage. a) Wenn man, von C auf 
AD und BD zwei Lothe zieht und bie zur Peripherie verläns 
gert, fo wird der Bogen ADB in vier gleihe Thetle getheilt, 
weil die bei G entfiechenden Mittelpunctswintel einander gleidy 
And, Auf ähnliche Art kann diefe Theilung des Bogens weiter 
fortgefegt und berfelbe in 8, 16, 32... unb überhaupt in 
yu gleiche Theile getheilt werden, 

b) Wenn der gegebene Bogen-ein Halbfreis if, fo gibt 
die erfte Theifung den: vierten, die zweite den achten, die 
dritte den ſechszehnten Theil des ganzen Umfangs u. ſ. w. 

CXXXI. Zum 31. Satze. Einige von dieſen Saͤtzen 
‚find bereits früher (LXXXX, au. CXXI, b) bewieſen worden. 

Unter. dem Winkel des größern Abfchnittes CBAC 
wird hier jener Winkel verflanden, welcher von dem Bogen 
GBA und von der Sehne AC gebildet wisd ‚und folglich ein 
gemifchtliniger ift.. Eben fo ift ber. Winfel dies fleis 
nern Abfchnitts CDAC jener gemifchtlinige Winiel, welcher 
von dem Bogen CDA und der Sehne CA gebildet wird. 


’ 
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EXXXII. Zum 32. Sage; a) Wenn bie willkuͤhrlich 
gezogene Linie BD felbft lothrecht auf EF fteht, fo if die 
Behauptung ded Sapes von felbft einleuchtend. - 

b) ‘Wenn AB (Fig. 333.) eine Tangente und AD eine 
Sehne des Kreiſes EDA ift, fo ift der Winfel DAB, welchen 
letztere mit erfterer bildet, die Hälfte jenes Mittelpunctwinfeld 
DCA welcher auf dem durch die Sehne abgefchnittenen Bogen 
DFA flieht: Denn wenn ED gezogen wird, fo il X AED= 
I DAB, weil CE+XCAD=R=XCAD + XDAB; allein 
3 AED=1/, X ACD; folglich auch x DAB=1/, X ACD. 

CXXXIII. Zum 33. Satze. Bon diefem Sape theilen 
wir folgende einfachere Auflöfung mit. 

Wenn (Fig. 334.) AB die gegebene Linie und der Winkel 
des Abſchnitts ein rechter it, fo darf nur AB in-C halbirt, 
aus C die CD Iothrecht darauf errichtet und der Halbfreid ADB 
befchrieben werden, welcher der zufindende Kreisabfchnitt iſt. 

St aber AB (Fig. 335.) die gegebene Linie und POV < 
R der gegebene Winkel, fo halbire man AB in D, errichte das 
willführliche Loth FDE auf diefelbe und lege an AD in A einen 
ZDAC-R—XPQV=3HOP, deſſen Schenfel AC bie 
 DFinC fchneidet. Zieht man nun CB, fo ift, wegen A CDA 
TSACDB, auch CB=CA und der aus C mit CA befchriebene 
Kreis muß durch B gehen. Wird nun M willftührlich genommen 
und AM, MB gezogen, fo it SZ AMB=1,XACB=XACD - 
—R— x DAC— R—xHQP= 3PQV. Folglich ift AFBA 
der verlangte Abfchnitt. 

Wäre der gegebene Winkel des Abfchnitte, ober X PON 
>R, fo verlängere man NQ nad) V und bilde nach dem Ebens 
bewiefenen den Abfchnitt AFBA, worin X AMB=3&POQOV iſt, 
fo muß ABEA der andere Abfchnitt feyn, worin ZANB=X 
PQN' iſt, a xM+xN=N2R. 

CXXXIV. Zum 34 Sape Man bemerfe auch folgende 
Auflöfung. Wenn in dem Kreife um C (Fig. 336) ein Seg⸗ 
ment foll conftruirt werden, worin ſich ein gegebener Wintel 
HA befindet, fo ziehe man CA willführlich, mache XACD = X 
H und xDCB=3CH, fo it XACB=23CH, Zieht mau 
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nun AB, fo it, da XE= 1%, 3ZCACB, nun ud EX X 
ACD. - — | .. 
Wäre der gegebene Winkel ein rechter, fo müßte. man in 
dem Sreife einen Durchmeffer ziehen. Wäre er aber ſtumpf, 
fo müßte man das Segment für feinen fpigen Nebenwinkel 
finden, wodurch auch jenes für den ſtumpfen Winkel. conftruiet 
it, weil beide gufammen den ganzen Kreis umfchließen. 
CXXXV. Zum 35. Sape.. a). Diefer Sat kann durch 
folgenden Huͤlfsſatz bewieſen werden. | 
Wenn (Fig. 337.) in dem Kreife um C eine: willkuͤhrliche 
Sehne AD in B beliebig getheilt iſt, und nebſt der Verbin⸗ 
dungslinie CB noch der Halbmeſſer CA gezogen wird, ſo iſt 
das Rechteck aus AB und BD nebſt dem Quadrate von CB den 
Quadrate des Halbmeſſers CA gleich. N 
Zieht man das Koth CE, fo it AE= ED AB -+-BE 
un BD=AE-+BE folglid 
"AB? 4 AB>x< BE = AE x.AB allein 
BE? + CE? — CB2, folglich 
AB? > ABx<BE-+BE? +CE?—=AE><AB+CB?, ferner ift 
ABBE —AB><BE, daher 
AB? +2AB><BE + BE? +CE2= AE>XAB+AB<BE+ CB? 
AB?2 »JAB><BE+BE?+CE?=AC?, daher 
AC?—=AEXxAB+AB>XBE+CB?; allein 
- AEx<AB+BEX<AB=BDX AB, daher 
AC2=AB><BD-+ CB. | 
b) Wenn nun die beiden Sehnen (Fig. 338.) AD und EF 
fich in B fchneiden, fo.ift, wenn man die Berbindungslinie CB 
und die Halbmeffer CA und CE zieht (nach a). 
CA? —= AB = BD + CB? und 
EC2 = CA? = EB x< BF + EB*, folglich 
AB >< BD + CB? = EB >< BF + CB? und daher 
AB BD =EBXx BF. 
Weaeann die beiden Linien durch den Mittelpunct des Kreifed 
gehen, fo ift der Sag von felbit einleuchtend. 
CXXXVI Zum 36. Sabe. a) Anderer Beweis des 
erften Falles. Hier ift 
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DB2 = DE? — EB?, oder u 
. -DB?2 = DC? + 2DC > CE + CE? — EB? oder 

DB? = DC? + 2DC x CE, folglich 

DB? = DC? + DC x 2CE ober 

DB? = DC x (DC + 20E) d. h. 

DB? — DC x DA. 

b) Der zweite Kal kann auf-ähnliche Art bewieſen werden. 

c) Ueberhaupt iſt nunmehr folgender Sag bewieſen: Wenn 
. von einem Puncte aufferhalb des Kreiſes beliebig viele gerade 
- Linien fo nach Demfelben gegogen werden, daß jede denfelben 
in zwei Puncte fchneidet, fo find alle, von diefen ganzen Linien 
und ihren auffer dem Kreife Itegenden Stüden gebildeten Rechts 
ede einander gleich und "jedes derfelben ift fo groß ale das 
Quadrat der von dem willluͤhrlichen huncte nach dem Kreiſe 
gehenden Tangente. 

d) Sollte alſo ein Rechteck, deſſen Seiten (Fig. 105) AD 
und CD wären, in ein ihm. gleiches Quadrat verwandelt 
werden, fo befchreibe man über AC=AD— CD einen Kreis 
und ziehe aus D an ihn Die Tangente DBy fo iſt DB?—=DA (DC. 

CXXXVII. Zum 37. Satze. a) Man fieht fogleich, daß 
diefer Sag der umgefehrte des vorigen ift, und auch indireet 
: bewiefen werden Tann. 

b) Der nicht mit gehöriger Klarheit beftimmte Ausdruck? 
Penn die Linie DB den Kreis trifft, kann burch folgende 
Darftelung umgangen werden. Wenn bei der, den Kreis in 
den Puncten C und A fchneidenden Linie DA das Rechteck aus 
DC und DA dem Quadrate einer Linie DB gleich ift, fo werden 
die Puncte B und E, welche man findet, wenn man mit DB aus 
D einen Kreis befchreibt, welcher den gegebenen Kreis in diefen 
Puncten fihneidet, eine foldye Lage haben, daß DB und DE 
zwei Tangente diefes Kreiſes find. . Daß der aus D mit DB. 
befchriebene Kreis den gegebenen fchneiden muß, folgt daraus, 
weil DB nothwendig >DC u. <DA iſt. "Denn die Seite eines 
Quadrats, welches einem Rechtecke gleich iſt, muß größer als 
beffen kleinere und kleiner als deſſen größere Seite ſeyn. 


Anmerfungen 
um 
vierten Bude des Euclide®, 


CXXXVIL Zur ı. Erflärung. Diefe Erklärung ift 
eine Sacherflärung,, da folche einbefchriebene geradlinige Figur 
ren leicht conftruirt werden koͤnnen. Nimmt man 3. B. in 
jeder Seite eined gegebenen Dreiecks 'einen beliebigen Punct 
und verbindet je zwei berfelben mit einer geraden Linie, fo 
-entfteht ein.einbefchriebenes Dreied; auf ähnliche Art 
im Vierecke ein Viereck, im Fünfede ein Fünfe und überhaupt 
im n&de wieder ein n Ed. 

CXXXIX. Zur 2. Erflärung. Obwohl diefe Erflärs 
‚ung die umgefehrte der vorigen it, fo muß die Eonftruction 
folcher umfchriebenen Figuren jedesmal wiffenfchaftlich nach⸗ 
gewiefen werben. 

Soll z. B. um dad Dreied (Fig. 339) ABC ein anderes 
Dreieck befchrieben werden, fo fei ACB < R. Erridtet 
man nun durch C auf AC ein willfübrliches Loth CD und zieht 
AD, fo it XD<R. Da uun auch XBCE<ER if, fo muß 
ein aus B auf DCE gefälttes Loth in die verlängerte DC 
treffen 5. ®. in E. Werden nun die Linien DA und EB über 
A und B verlängert, fo muͤſſen fie ih, wi xD+xXE 
<.aR, einmal in H durchfchneiden. Folglich ift HDE das 
umfchriebene Dreieck. | | 

Auf ähnliche Art laͤßt fich die Eonftrustion eines umſchrie⸗ 
benen Vierecks u. f. f. nachweifen. 
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CXXXX. Zur 3. Erflärung. Dieſe Erklaͤrung ift eine 
Sacerflärung, da die Gonftruction jeber gerablinigen Figur 
in den Kreis, fobald nur eine beftimmte Seitenzahl verlangt 
wird, fehr einfach if. Weil. nämlich Feine drei Puncte der 
Peripherie in gerader Linie liegen, fo entſteht aus der belies 
bigen Annahme von drei Puncten und aus den. drei Berbins 
Bungslinien ein einbefhriebened Dreieck. Rimmt 
man vier Puncte im Umfange und verbindet jeden mit feinen 
benachbarten durch eine gerade Linie, fo entfteht ein eine 
befchriebenes Biered; and fünf folcher Puncte erhält 
man ein einbeſchriebenes Fuͤnfeck und aus m Puncien ein gerad⸗ 
liniges a Eck im Kreiſe. 

CXXXXI. Zur 4. Erklaͤrung. Um diefe Erttärung 
zur Sacherflärung zu machen, muß gezeigt werden, wie folcye 
um den Kreis befchriebene gerablinige Figuren entfiehen Können, 
Um.diefes bier fchon an einem Beifpiel zu. zeigen, fei ( Fig: 
340.) ADB der gegebene Kreis, um. welchen. ein Dreieck bes 
fchrieben ‘werden fol. Man ziehe nach Belieben einen Halbe 
meffer CA, auf ihn eine Tangente FAG für: den Punct A; 
dann unter einem willführlichen Winfel ACD ben. Radius CD, 
und an D die Tangente FDE , welche, gehörig verlängert, die 
GEF in. P:fchneiden muß, weil X DAF+3TADF OR, Wird 
auf Ahnliche Art der Halbmefler CB fo gegogen:, Daß er ſowohl 
mit CA. als mit CD einen Winkel ACB und DEB bildet, fo 


—muß auch die durch B gelegte Tangente jede der zwei andern, 
FG in G.und FE in E fchneiden, wodurch ein Dreied FGE 


entſteht, welche um den Kreis ADB befchrieben ift. 

Anf Ähnliche Art koͤnnte nuch ein Viereck, Fuͤnfeck, Sechseck 
n. ſ. w. um den Kreis conſtruirt werden. 

CXXXXII. Zur5. Exklaͤrung. Inſofern man fo eben 
die Möglichkeit erfannt hat,’ eine geradlinige Figur um einen 
Kreis zu befchreiben, ift auch im Allgemeinen erwiefen, daß 
ein Kreis in eine folche Figur kann conftruirt werden. Allein 
die Fragen: Wie fann in jedes gegebene Dreied ein Kreis 
befchrieben werben? Kann in jedes Viereck ein Kreis befchrieben 
werden? Wie muß dieſes Viereck, oder überhaupt eine gerabs 
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Iinige Figur befchaffen feyn, in welche ein Kreis befchrieben 
werden fol? - können nicht ohne befondere wiſſenſchaftliche Huͤlfs⸗ 
fäge beantwortet werden. 

CXXXXIN. Zur 6. Erklaͤrung. Da e8 leicht ift, im 
einen gegebenen Kreis irgend eine gerablinige Zigur von bes 
flimmter Seitenzahl zu befchreiben (CXXXX.), fo ift auch 
infofern die Möglichkeit des um eine geradlinige Figur befchries 
benen Kreifes erfannt. Allein, wie wird um ein gegebenes 
Dreie ein Kreis befchrieben? Kann um jedes Viereck, Fuͤnfeck 
n. f.ef. ein folcher conftruirt werden, oder was muͤſſen diefe 
Figuren für .Eigenfchaften haben, damit dieſes moͤglich iſt? — 
Diefe Fragen muß die geometrifche Wiſſenſchaftslehre beant⸗ 


worten. 


CXXXXIV. a) Zur 7. Erflärung. Diefe Erklärung 
heißt auch ſoviel, als: eine gerabe Linie ift in einen Kreis 
getragen, ‚wenn fie ald Sehne dieſes Kreifes conftruirt if. — 
Nach allem ift far, daß fie nicht größer ale der Dürchmeffer 
des gegebenen. Kreifes feyn darf. Iſt fie kleiner ald der Durchs 
meſſer, fo lehrt der folgende 1. Sag ihre Auflöfung. : - 
) Sollte aber die gegebene gerade Linie HJ (Fig. 341) 
nicht in einen: gegebenen. Kreis, fondern in einen Kreis 
überhaupt‘ eingetragen werden, fo bürfte man ſie nur in G 
halbiren, aus C auf HI. das ‚unbeftimmte Loth CM errichten 
und in ihm den willführlichen Punct D nehmen, fo wird der 
mit DH aus D befchriebene Kreis auch dutch J gehen — Nimmt 
man andere Puncte in CM, fo gibt es unzählig . vielerlet 
Kreife, für welche Die gegebene Linie HJ eine Sehne iſt. 

CXXXXV., Zum 1. Sage. a) Sobald man «infieht, 
daß der aus C mit CE==D befchriebene Kreis den Kreis ABF 
in zwei Puncten ſchneiden muß, fo if auch: die Aufloͤſung 
begründet. Die Nothwendigfeit diefed Durchfchnitts geht aber 
fogleich daraus hervor, daß ficdy ber Punct E innerhalb des 
gegebenen Kreifes befindet. Auch. entfpricht fowohl die Sehne 
CA, als die Sehne CF ber Aufgabe. 

b) Man bemerfe hierbei folgende Aufgabe. Es iſ cFig. 
342) ber. Kreis NBDM und .ein Punct A aufferhalb deffelben 
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gegeben. Man foll durch A eine den Kreis fchneidende Linie | 
ABD fo ziehen, daß die Sehne BD eine beſtimmte Grdße, 
Heiner als der Durchmeffer MF, erhält, 

Wir theilen folgende Auflöfung mit." Man ziehe ACM, 
‘trage von M nach N die MN, welche Der.gegebenen Linie PQ 
gleich if, ziehe aus C auf MN das Loth CH, beſchreibe uͤber 
AC aus der Mitte E den Halbkreis CJLA, trage CH aus C 
nach J. and ziehe AJD, fo it BD=POQ. 

Denn da bie X OJA=R, pi DI= TB. Mein, 
wegen CM = CD und CH=CJ it ud A CHMSACID, 
folglich HM = JD und daher denn MN = DB; fomit auch 
PO = DB. 

:CXXXXVI, A Zum 2. Sabe Durch Hülfe dieſes 
Satzes kann auch in jeden gegebenen Kreis ein gleichfeitiges 
Dreiet befchrieben werden, oder auch ein gleichfchenfeliges , 
welches mit einem gegebenen gleichſchenkeligen Dreiecke gleiche 
Winkel hat. Enthält: dad gegebene Dreieck einen rechten Wins 
kel, fo ift die Auflöfung noch einfacher, da die eine Dreiecks⸗ 
feite ‚nunmehr Durchmeffer ded gegebenen Kreifes werden muß. 
» CXXXXVI, B Zum 3. Sage, Auch kann diefe Aufs 
Köfung auf folgende Urt aufgelöfet werden. Wenn (Fig. 343) 
ABC das gegebene Dreied und DEF der gegebene Kreis ift, 
um weichen ein ihm gleichwinfeliges Dreieck conftrnirt werden 
fol, fo befchreibe man in diefen Kreis ein ihm gleichwinfeliges 
Dreied ICH (2. Satz) ziehe aus dem Mittelpuncte des 
Kreifes O die. Lothe ‘OD, OE und OF auf deffen drei Seiten, 
vertängere fie bis zur: Peripherie in D, E und F und ziehe 
Durch, dieſe Puncte die Tangenten ML, MK und KL, welde 
ſich in L, Km M durchſchneiden muͤſſen, ſo iſt MLK das 
zu bildende Dreied. u \ 

CXXXXVI 3um:4 Satze. a) Zöge man hier die 
gerade Linie AD, fo wäre, wegen DE=DG, XKDEA=x 
DGA=R und AD== AD, nunmehr A ADE SS A ADG 
und X EAD—3GAD. Wenn daher die drei Winfel einee 
gegebenen Dreiecks halbirt werden, fo muͤſſen die drei geraden 
Linien, welche dieſes bewirken, ſich in einem Puncte inner⸗ 
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halb des Dreiecks durchfchneiden, welches ber Mittelpunet des 
in daffelbe zu 'conftruirenden Kreiſes if. 

‚b Da die Dreiede ADB, BDC und CDA einerlei ‚Höhe 
— DEZ -DF=DG haben, fo ift das gegehene Dreied ABC 
einem andern Dreiede an Flächenraum gleich, welches feinen 
Umfang AB + BC + CA zur Grundlinie und den Halbmeſſer 
ſeines einbeſchriebenen Kreiſes zur Hoͤhe hat. u 

CXXXXVIII. Zum 5. Sage a) Die Auflöfung diefer 
Aufgabe ift bereits oben (CX, a.) vorgefommen,, indem jede 
drei, nicht in gerader Linie liegenden Puncte nothwendig ein 
Dreieck beftimmen. Euclides fett. indeffen die Tage des Mit⸗ 
telpuncts dieſes zu bildenden Kreiſes befonders aus einander , 
welder bei fpigminfeligen Dreieden innerhalb, bei ſtumpf⸗ 
winkeligen aufferhalb ihrer Ebene und bei rechtwinkeligen im 
die Mitte ihrer Hypotenuſe fällt. 

b) Denft man fih aus F (Fig. 112) ein Cotkf auf BC, 
fo wird BC hierdurch halbirt, fo wie auch das aus der Mitte 
von BC auf fie errichtete Loth durch F gehen muß. Wenn 
daher aus der Mitte jeder Dreiecksſeite ein, Loth auf fle errichtet 
und jedes derfelben. gehörig verlängert wird, fo mäffen füch 
Diefe drei Lothe in eınem Puncte duschfchneiden. 

CXXXXIX. Zum 6. Sage. a) Auch ift Flar, baß der 
Kreis durch dieſe Cynſtruction in vier gleiche Ausfchnitte getheilt 
wird, deren jeder ein Flaͤchenquadrant iſt. 

b) Sollte in den mit CA (Fig. 344) beſchriebenen Kreis 
ein Rechte confiruirt werten, wozu eine Seite MN <A2CA 
gegeben ift, fo trage man diefe gegebene Linie MN ale Sehne 
BD in den Kreis, halbire fie in. .J, -egrichte das Loth IC, 
welches beiderfeits bis H und A verlängert, zum Durdımeffer 
HA wird, made CG—CJS, ziehe durch G die EF mit BD 
gleieblaufend und die Berbindungslinien- EB. und FD, ' iſt 
EFDB das verlangte Rechteck. 

e Denn da EF mit BD parallel ift, fo muß XCGE=xX 
CGF=R und folglich EF=BD ſeyn. Taber ift EFDB ein 
Parallelögramm, und, weil GF= JD, auch XFGJ =x 
DIG=R, ebenfp XF=R; daher FEBD ein Rechteck. 
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CL. Zum 7. Sage. a) Daß die durch A,B, C und D 
gezogenen Tangenten fi in den Puncten G, H, K und F 
Durchfchneiden milffen, iſt daraus klar, weil eine von A nadh 
B gejogene Xinie AB zwei Winfel BAG und ABG bildet, 
welche zufammen Eleiner al& zwei rechte find, 

b) Da AC=GH, fo ift die Seite des um den Kreis zu 
bildenden Quadrats dem Durchmeffer diefed Kreiſes gleich. 

c) Dentt man fich die geraden Linien AB, BC, CD und 
DA, fo it ABCD das in den Kreis conftruirte Quadrat. Da 
nun diefes innere Quadrat aus vier, das Auffere Quadrat 
aber aus acht gleichfchenfeligen rechtwinfeligen Dreiecken befteht, 
deren jedes dem Dreiede AEB congruent ift, fo muß jenes 
Auadrat die Hälfte von diefem feyn. 

d) Soll um den Kreis (Fig. 345) IKHG eine Raute 
befchrieben werden, fo ziehe man einen willführlichen Durchs 
mefier KG, durch G und K auf ihn die unveftimmten Lothe 
FGA und BKE, ziehe einen zweiten Durdhmeffer JCH unter 
einem willtührliden ſpitzen Wintel KCJI und lege durch J und 
H die Lothe BJA und FHE, welde die vorigen in.B, E, F 
und A ſchneiden, fo it BEFA eine Raute, 

Denn wenn. man CE, CF, CA und CB zieht, fo fieht 
man leicht, daß AECKZSAECH; ABCKESABCI und 
folgid EE+KB=EH+HF d. h. EB=EF ift. Da ferner, 
_ wegen XGKE=3ICKGA=R die BE mit AF, und wegen 
HJA=3XIHE=R, die BA mit EF parallel if, fo muß 
BEFA ein Pasallelogramm und, wegen BE=EF, eıne Raute 
feyn. | 

CLI. Zum 8. Sage. Sollte in die Raute (Fig. 345.) 
BEFA ein Kreis befchrieben werden, fo, ziehe man die Diagos 
nalen AE und BF und aus ihrem Durchfchnittspuncte C die 
Lothe CG, CH, CK und CJ auf AF, FE, EB und BA, fo 
if C der Mittelpunct und jedes dieſer Lothe Halbmeſſer des zu 
findenden Kreiſes. 

Denn da XCAB=XCA, CIX CGCA R 
und CA =CE iſt, fo muß AICS A AGC und folglich 
CI==CG feyn, Auf ähnliche Art ift au CK=CH. Da aber 
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and XCFG=XCFH, XCCGF=ICHF=R und CF= 
CF ift, fo muß auch CG==CH und fomit au) CI= CK ſeyn. 
Folglich It CG=CI=CK=CH und da bei J, K, H und 
G rechte Winkel find, fo müffen AB, BE, EF und FA 
Tangenten des aus C mit CG conftruirten Kreiſes ſeyn. — 
Daß CG mit CK’ und CH mit CJ eine gerade Linie bildet, 
folgt aus dem Parallelismus von BE und AF und von BA 
und EF. 
CLII. Zum 9. Sage. a) Soll um ein gegebened Rechteck 
EFDB ( %ig. 344) ein Kreid befchrieben werben, fo halbire 
man EF in'G, BD in J, ziehe GJ und halbire fie in C, fo ift 
C Mittelpunct und CE Halbmeſſer des zu findenden Kreifes. 
Denn wenn man fidy die vier Linien GE, CB, CD und CF 


denft, fo. müffen die Dreieckke EGC, CGF, DJC und BJC eins. 


ander congruent feyn, weil fie zwei Seiten und den von ihnen 
eingefchlofjenen rechten Winfel gemein haben, Daher iſt CE 
= CF=CD=CB. — Hieraus fieht man, daß um jedes 
gegebene Rechteck ein Kreis befchrieben werden fann. 

| b) Um eine Raute kann fein Kreis befchrieben werben. 
Denn da die Raute (Fig. 345) BEFA theild ſpitze, theils 
ſtumpfe Winfel enthält, fo muß, wenn die Diagonale BF 
durch die Scheitel der ftumpfen Winfel gezogen wird, X EBF 
=3EFB und folglih EBF ein fpigwinfeliges‘ Dreied feyn 


und der dur B, F und E gehende Kreid muß in CE feinen 


Mittelpunct haben. : Daher muß derfelbe immer weiter von A 
ald von E entfernt fegn und ein Kreis durch E,.B und F kann 
nicht durch A gehen. 

CLIII. Zum 10. Sage. Da in dem AFGH, wie bes 
fannt, XSF+xC+XH=2R und XG=AH, fo if 
auch XF+2xXCc=3RuddaxF=1,XxG, fo it ya 


R 
G+2XG=aR, folglid SXG=aR und =" Da 


nun alle um den Mittelpunct eines Kreifes her liegende Winkel 
zufammen = AR find, fo würde die Größe des Winfeld G 
gefunden werden, wenn man den Umfreis in fünf gleiche 
Theile eintheilen koͤnnte. 
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Da xG=YR ud XFSAXG, fo AXF=YoR 
==%/,R und diefer Winkel Fönnte conſtruirt werden, wenn der 
Duadrant in fünf gleiche Theile getheilt wäre. 

CLIV. Zum 11. Sage Da, nad dem Beweife, im 


| AR IL 
Dreiede FGH der XC= z ift, fo kann an den Mittelpunct 


des gegebenen Kreiſes ABCDE ein folder Winfel = X G 
gelegt und die ihm zugehörige Sehne gezogen werben. Diefe, 
fünfmal im Kreife herumgetragen, gibt ebenfalld das regels 
mäßige Fuͤnfeck in demfelben, wie leicht einzufehen ift. 

CLV. Zum 412. Sage. a) Daß fi die durch A, B, 
C, D und E gezogenen Tangenten in den Puncten H, K, L, 
M und G durchſchneiden muͤſſen, folgt daraus, daß, wenn AB 
gezogen würde, 3 HAB 4 X HBA C 2K feyn muß. Die 
Gongruenz der Dreiede FBK und FCK folgt auch daraus, daß 
FB=FC, x<FBK=3xFCK=R und FK=FK if. 

b) Da Euclides bier die Gonftruction eines regelmäßigen 
Fünfeds in und um. einen gegebenen Kreis gelehrt hat, fo 
entſteht noch die Frage, wie eine ſolche Figur uͤber eine gege⸗ 
bene Linie als Seite derſelben zu conſtruiren iſt. 

Wäre nun (Fig. 120) CD dieſe gegebene Linie, fo bilde 
man ein gleichfchenfeliged Dreieck FGH, worin XG=3cCH 
=2xF, mache DCA XG und XCDA=XG, fo 
entſteht ein Dreieck ACD, welches dem Dreiecke FGH gleich⸗ 
winkelig if. Wird nun um dieſes Dreieck ACD ein Kreis bes 
fchrieben, dann 3 ACD durch. CE, X ADC durch DB habirt 
und von A nady B die AB, von B nach C die BC, von A 
nadı E die AE und von E nadh D die ED gezogen, fo if 
ABCDE daß verlangte regelmäßige Bünfed über ber gegebenen 
Seite CD. 

CLVI. Zum 13. Satze. a) Das regelmäßige Funfeck , 
welches dieſer Sag vorausſetzt, kann nun nach dem Vorigen 
leicht befchrieben werden, 

b) Eine andere Auflöfung diefer Aufgabe, wozu mar: fi} 
noch die geraden Linien AC, AD, BD, BE venfen muß, 
beruht auf folgenden Sägen: 
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4. A ABC S A AED, alſo AC== AD und bad von A 
auf CD gezogene Loth macht CK= DK. 

2. AEBDESACAD (3 gleiche Seiten) und das Loth 
von B auf DE macht DL=EL. 

3. AFDKRGAFDL ı2 Seiten und R) alfo FKFL, 
‚FB=FA, AFDBSAFDA (3 gleihe Seiten) x FDB — 
I FDA, alfo it DFG ein Loth auf. AB, und BG=AG, ABGF 
SZS5SADLF (1 S. u de W.) FG=FL=efKkKwr= 
FD=FA: 

4. Zieht man FE, fo ift AFLESAFLD (2. S. u. R) 
FE=FD. Zieht man FC, ſo t AFKCRSAFHD (2. S. 


u.R) FC=FD=FB=FA, aber BE=EC, alfo EFH ein 


Loih anf BC und BH=CH. 

5. AFCHBAFCK (u ©. u. bie W.) alfo FH=FK 
= FL=FG. 

6. Wegen FE=FA und CA=CE muß CFM ein Loth 
auf AE feyn, alſo AFEMSAFEL (2. S. u R) daher 
FM=FL=FK=FH=[FG und der ans F mit FM befchrier 
bene Kreis muß die Fünfedlöfeiten inM, L, K, Hund 6 
berühren, welche deffen Zangenten durch diefe Puncte find. 
Folglich ift hierdurch ein Kreis in das gegebene regelmäßige 
Fuͤnfeck befchrieben. 

CLVIL, Zum 14, Sage. a) Naͤmlich, da der Winkel 
BCD durh CF und Winfel EDC durch DF halbirt worden ift, 
fo ift auch in den Dreieden FCB und FCD die CB=CD, FC 
=VC und xXFCB=3<FCD, folglid FB=FD und I FBC 
=ıFDC=1,3x ABC. Daher ift wiedet X FBC=3.FBA, 
CB==AB und FB=FB, fomit FA=FC. Auf ähnliche Art 
it au FE=FA und der mit FC aus F befchriebene Kreis 
muß durch die Puncte A, B, C, D, E gehen. 

b) Auch kann leicht bewiefen werden, daß dad um den 
Kreis befchriebene regelmäßige Fünfe mit dem in denfelben 
befchriebenen regelmäßigen Fuͤnfecke einerlei Mittelpunct habe. 

c) Da die Dreiedfe CFD, DFE, EFA, AFB und BFC 
einander congruent find, fo ift das regelmäßige Fünfel einem 


Dreiecke glei, defien Grundlinie feinem Umfange und deſſen 
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Höfe. einem Lothe gleich iſt, welches von feinem Mittelpuncte 
auf eine feiner Seiten gezogen wird. Diefed Dreied Ton 
leicht conſtruirt werden. 

d) Auc-ift. far, daß der Mittelpunct des regelmäßigen . 
Fünfeds gefunden wird, wenn man von zwei willführlichen 
Winfelpuncten auf ihre gegemüberliegenden Seiten zwei Lothe 
zieht... Ihr Durchſchnittopunct ift diefer Mittelpunct. 

CLVII. Zum 15. Sage. a) Hieraus folgt, daß der 
Halbmeſſer eines Kreifes zugleich auch die Seite des in ihn 
zu beſchreibenden regelmäßigen Sechdedes if. Um dieſes zu 
bilden, datf alfo jener nur ſechsmal in der Peripherie herums 
getragen werden. . 

b) Soll in den Kreis (Fig. 346) ein regelmäßiges Dreieck 
befchrieben werden, fo bilde man durch den Halbmeſſer CA- 
Das regelmäßige Sechseck ABDEFG und ziehe nun die geraden 
Linien AF, FD und DA, fo ıft AFD das gleichfeitige Dreied 
im Kreife. - Denn da Bog. AGF=Bog. FED = Bog. DBA, 
fo ift auch Sehne AF— Sehne FD=.Sehne DA. 

c) Sollte um den Kreis mit CA ein regelmäßiges Sechseck 
conftruirt werden, fo giehe man durch die Puncte A, B, D, 
E,F und G Taugenten, welche einander durcfchneiden muͤſ⸗ 
fen und diefes Auffere Sechsed bilden. Der Beweis, daß es 
ein regelmaͤßiges iſt, kann leicht gefuͤhrt werden. 

- d) Auf ähnliche Art kann um den Kreis mit CA ein gleich 
feitiged Dreied dadurch befchrieben werden, daß: man durch 
A, F und D (die Winfelpuncte des innern gleichfeitigen 
Dreiecks) Tangenten zieht, welche fi in drei Puncten durdye 
fehneiden und das verlangte Dreieck erzeugen. 

e) Auch koͤnnen die Aufgaben: In ein regelmäßiges Sechs⸗ 
ed und in ein regelmäßiges Dreieck, oder um dieſe Figuren 
‚ einen Kreis zu befchreiben, leicht nad dem Borhergehenden 
anfgelöfet werden. 

f) Es muß auch das regelmäßige Sechseck einem Dreiede 
gleich feyn, deſſen Grundlinie fein Umfang und deffen Höhe 
Das Loth von feinem Mittelpuncte auf eine feiner Seiten if. 
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CLIX. Zum 16. Satze. a) Enclides ſetzt hier vor 
aus, daß man in den gegebenen Kreis ein gleichfeitiged Dreieck 
befchreiben könne, was Er früher nicht unmittelbar gelehrt hat. 
Eine Auflöfung dieſer Aufgabe folgt aus IV, 2 ©. und eine 
zweite if oben (CLVILL, b) gegeben worden. 

b) Auf ähnliche Art, * fruͤher gezeigt worden iſt, „kann 
nun auch uͤber jede gegebene Linie ein regelmäßiges Fuͤnfzehneck 
geometrifdy conſtruirt werden. 

c) Aus dem Bisherigen geht and; hervor, daß man eine 
vierfache Reihe von regelmäßigen Vielecken in und umden ' 
Kreis, auch Äber eine gegebene gerade Linie conftruis 
zen koͤnne, nämlich . 

1. Reihe 2. Reihe 3. Reihe 4 Reibe 


3 € 4 Eck 5 Eck 15 € 
.6 Eck s Ed 10 Eck so Eck 
12 Ed 16 Ed 20. Ed 60 Ed 
24 Eck 32 Eck od 1420 Eck 
18 Eck 64 Ed so Ed 240 Eck 


u. f. f. 

d) Wie man die Peripherie vee Kreiſes uͤberhaupt in 
aut: gleiche Theile eintheilen könne, wenn dieſe Zahl eine 
Primzahl iſt; alſo z. B. in 17, 257, 65537... gleiche Theile, 
hat zuerſt Gauß (Disquisitiones Arithmeticae, Göttingae, 
1801) gelehrt, 
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Anmerfungen 
sum 


fehften Bude des Eutlide®, 





CLX. Vorerinnerung zu biefem Bude. a) Da in 
Diefem Buche die Lehre von der Aehnlichkeit der Figuren ent 
widelt wird, welche nicht ohne Anwendung der Verhältniffe 
und Proportionen bargeftellt werden kann, fo hat Euclides 
. im fünften Buche davon gehandelt; fo, daß diefed Buch als 
Vorbereitung zum fechften anzufehen ift. Indeſſen find meh⸗ 
rere Erklärungen zu jenem Buche nicht fo befriedigend, 
daß fie allgemeinen Beifall gefunden hätten; was befonders 
in Bezug auf die Ertlärung der gleichen Verhältniffe 
gefchehen ift, gegen welche mehrfache Bemerkungen gemacht 
worden find, Damit ſich die Lefer felbft hiervon überzeugen 
Sinnen, werden die erften acıt Erklärungen hier mitgetheilt. 

b) 1. Erflär Eine Größe it ein; Theil einer andern, 
Die Fleinere nämlich von der größern, wenn die größere ſich 
von der kleinern genau meſſen laͤßt. 

2. Erklaͤr. Die größere iſt ein Vielfaches von der 
Sleinern, wenn fie fi) von der Heinern genau meffen läßt. 

3. Erflär Ein Verhältniß ift eine gewiffe Bezieh⸗ 
ung, welche zwei gleichartige Größen, in Rüdficht der Größe, 
auf einander haben. 
| 4. Erklaͤr. Größen haben ein Berhältniß zu eins 
ander, wenn fie vervielfältigt, einander übertreffen können. 

5. Erflär. Größen haben gleiche Berhältniffe zu 
“einander, bie erfte nämlich zur zweiten und bie britte zur 
vierten, wenn bei Vergleichung jedes Glgichvielfachen der erfien 
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und dritten mit jedem Gleichvielfachen ber zweiten und vierten, 
es ſich immer findet, daß, wenn das Vielfache der erften 
Heiner oder eben fo groß oder größer ald das Vielfache der 
zweiten ift, alsdann auch das Vielfache der dritten im erfien 
alle Meiner, im andern eben fo groß und im legten Falle 
größer, als das Vielfache der vierten ift. 
6. Erflär. Wenn Größen gleiche Verhaͤl:niſſe zu eine 
ander haben, fo find fie proportionirt. 
7. Erflär - Wenn bei Gteichvielfachen das Vielfache der 
erften Größe größer als das DVielfache der zweiten, aber das 
Bielfache der dritten nicht größer ald das Vielfache der vierten 


ik, .fo hat die erfte zur zweiten ein größeres Berhättmiß, 


ald die dritte zur vierten. 

8. Erflär. Eine Proportion if die Einerleiheit 
(Gleichheit ) der Verhältniffe. 

c) Da mehrere diefer Erklärungen nicht hinreichende Klars 
heit und Schärfe befigen, auch die Lehre von den Berhälts 
niffen und Proportionen in jedem guten Lehrbuche der’ Ariths 

- metif befriedigend Ddargeftellt it, fo wird der Inhalt dieſes 
fünften Buche der Elemente hier uͤbergangen, allein der 1. 
Sag des fechfien Buches nicht nach der Euclidifchen Methode, 
fondern auf eine andere überzeugende Art bewiefen werden. 

CLXI. Zur 1. Erfiärung des fehften Buche. 
a) Diefe Erklärung der Aehnlichkeit ift eine bloße Worterflärs 
ung, da man hier noch nicht einficht, wie zwei mehrfeitige 
Figuren gleiche Winkel haben fdnnen; fo; daß zugleich audı die 
Schenfel diefer Winkel unter fidy propertional find. Doc kann 
man dieſe Aehntichfeit hier fehon an zwei gleichfeitigen Dreis 


een von verfchiedener Größe der Seiten erläutern, welche man . 


Deshalb ähnliche Dreiecke nennen fann, weil fämmtiiche 
Winkel einander glei und die Schenfel, welce fie bilden, 
auch proportional find, Da fie fich wie 1:1 verhalten. Eben 
fo find auch ale Quadrate von verfchiedenen Seiten umd alle 
regelmäßige Bıelede von gleicher Seitenzahl und ungleichen 
©eitenlinien einander aͤhnlich. Man fönnte noch weiter gehen 
und über zwei Seiten, zweier ungleichen Quabrate zwei gleiche 


L 
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ſeitige Dreiecke conſtruiren, woburd; nun zwei Fuͤnfecke ent⸗ 
ſtaͤnden, von welchen ſich leicht nachweiſen laͤßt, daß ſie gleiche 
Winkel und proportionale Seiten haben. Indeſſen ſind dieſes 
nur Erklaͤrungen beſonderer Faͤlle, welche das Augemeine dieſer 
Lehre nicht erſchoͤpfen. 

b) Aus dem Obigen (LXXV, * iſt betannt, daß jede 
zwei gegebene gerade Linien ein gemeMſchaftliches Maß haben. 
Wenn alfo zwei gerade Linien A und B gegeben find; fo, daß . 
das gemeinfame Maß in A gerade n und in B gerade mmal 
enthalten ift, fo verhält fih A:B=n:m. Wären nun C und 
D zwei andere gerade Linien, bei welchen, flr ein größeres 
oder fleinered Maß, ale zuwor, ebenfalld C:D= n:m wäre, 
fo müßte auch A:B C: D ſeyn, und dieſe vier kinien bildeten 
eine NProportion. 

CLXII. Zur 2. Ertlaͤrung Wenn ;. 8. in:den beiden 
Parallelogrammen ( Fig. 347) ABDF und BCGE die Propors 
tion AB:BG==BE: BD Statt füidet, ſo ſagt: man, daß diefe 
Seiten. im umgekehrten Berhältniffe Reben. 

CLXLUE :Zur 3. Erklaͤrung. Es ift alſo die gerabe 
- Linie AB (Fig. 348) nach fletiger Proportion getheilt, were 
AB:ACG=AC:CB iſt. Es muß daher in dieſem Falle das 
Rechteck aus AB und CB dem Quadrate aus AC gleich ſeyn. 

. CUX4V. ‚Zur 4. Ertiärung. a) Der Begriff der Höhe 
iſt bezuͤglich auf jenen der Grundlinie. So fann in dem 
Dreiecke jede Seite ald Grundlinie angefehen werden. Iſt nım 
daffelbe ſpitzwinkelig, fo fällt dad von der ihr gegenuͤberſtehenden 
Epige auf fie gezogene Loth, welches die Hoheudes Dreiecks 
iſt, „innerhalb feiner Fläche. Iſt es rechtwinfelig, fo ıft jebe 
Cathete, in Bezug auf die audere, als Grundlinie und als 
Höhe zu betrachten. Nimmt man im ſtumpfwinkeligen Dreiecke 
eine von den Eleinern Seiten als Grundlinie, ſo faͤllt die Hoͤhe 
auſſerhalb des Dreiecks. 

b). Bei: Parallelogrammen verſteht man ˖ Inter. der Höhe 
ben Abftand zweter Parallelfeiten. Bei einem Kreisabfchnitte 
iſt die Höhe jenes Loth, welches aus der Mitte feiner Sehne 
errichtet und bie zum Bogen. verlängeit wird. Bei unregels 
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au XCFG=3XCFH, XCGF=xCHF=R und CF= 
CF ift, fo muß auch CG==CH und fomit audy CI= CK feyn. 
Folglich it CG=CI=CK=CH und ba bei J, K, H und 
G rechte Wintel find, fo müffen AB, BE, EF und FA 
Tangenten ded aus C mit CG confiruirten Kreifes feyn. — 
Daß CG mit CK und CH mit CJ eine gerade Linie bildet, 
folgt aus dem Paralleliomus von BE und AF und von BA 
und EF. \ 

CLII. 3um 9, Sage. a) Soll um ein gegebened Rechtec 
EFDB GFig. 344) ein Kreis beſchrieben werben, fo halbire 
man EF in 'G, BD in J, ziehe GJ und halbire fie in C, fo iſt 
C Mittelpunct und CE Halbmeſſer des zu findenden Kreifes. 
Denn wenn man ſich die vier Linien CE, CB, CD und CR 
denft, fo. müffen bie Dreiecke EGC, CGF, DJC und BJC eins 
ander congruent feyn, weil fie zwei Seiten und den von ihnen 
eingefchloffenen rechten Winfel gemein haben, Daher ii CE 
—- CF=CD=CB. — Hieraus fieht man, daß um jedes 
gegebene Rechteck ein Kreis befchrieben werben fann. 

b) Um eine Raute kann fein Kreis befchrieben werden. 
Denn da die Raute (Fig. 345) BEFA theild fpige, theils 
ſtumpfe Winkel enthält, fo muß, wenn die Diagonale BF 
durch die Scheitel der flumpfen Winfel gezogen wird, X EBF 
=3EFB und folgli EBF ein fpigwinteliges‘ Dreied ſeyn 
und der durch B, F und E gehende Kreis muß in CE feinen 
Mittelpunct haben. Daher muß derfelbe immer weiter von A 
als von E entfernt ſeyn und ein Kreis durch E,.B und F fan 
nicht durch A gehen. 

CLII. Zum 10. Sage. Da indem AFCH, wie bes 
kannt, XF+XC+ScH=2R nd XG=AH, fo ift 
ah F0 2R u da F=1,XxG, ſo it ya 


G+2XG=aR, folglich "xG=2R und = Da 


num alle um den Mittelpunct eines Kreifes her liegende Winkel 
zufammen = 4R find, fo würde die Größe des Winfeld G 
gefunden werden, wenn man den Ustreis in fünf gleiche 
Theile eintheilen koͤnnte. 
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DiXG=YR md FAÆIA XCG, fRICF=YoR 
=Y/,R und diefer Winkel koͤnnte conftruirt werden, wenn ber 
Duadrant in fünf gleiche Theile getheilt wäre. 

CLIV. Zum 11. Sage. Da, nad dem Beweife, im 


AR, 
Dreiede FGH der x G= z it, fo fann an den Mittelpunct 


des gigebenen Kreiſes ABCDE ein folder Winfel = x G 
gelegt und bie ihm zugehörige Sehne gezogen werben. Diefe, 
‚fünfmal im Kreife herumgeiragen, gibt ebenfald das regel, 
mäßige Fuͤnfeck in demfelben, wie leicht einzufehen if. 

CLV. Zum 12. Sage. a) Daß fi die durch A, B, 
C, D und E gezogenen Tangenten in den Puncten H, K, L, 
Mund G durchſchneiden müffen, folgt daraus, daß, wenn AB 
gezogen würde, 3C HAB + X HBA < aR feyn muß. Die 
Congruenz der Dreiede FBK und FCK folgt auch daraus, daß 
FB=FC, <FBK=3XFCK=R und FK=FK if. 

b) Da Euclides hier die Conftruction eines regelmäßigen 
Fuͤnfecks in und um. einen gegebenen Kreis gelehrt hat, ſo 
entfteht noch die Frage, wie eine fpldye Figur über eine gege⸗ 
bene Linie als Seite derfelben zu conftruiren ift. 

Wäre nun (Fig. 120) CD dieſe gegebene Linie, fo bilde 
man ein gleichfchenfeliged Dreied FGH, worin XG=3cH 
=2ıXF, mache <XDLAA=x<Cmd XCDA=XG, fo 
entfiebt ein Dreieck ACD, welches dem Dreiefe FGH gleich⸗ 
winfelig iſt. Wird nun um dieſes Dreieck ACD ein Kreis ber 
fehrieben, dann 3< ACD durch CE, 3 ADC durch DB habbirt 
und von A nady B die AB, von B nach C die BC, von A 
nadı E die AE und von E nach D die ED gezogen, fo if 
ABCDE daß verlangte regelmäßige Fuͤnfeck über ber gegebenen 
Seite CD. 

CLVI. Zum 13. Satze. a) Das regelmäßige Funfeck ‚ 
welches diefer Sag vorausſetzt, kann nun nach dem Vorigen 
leicht befchrieben werben. 

b) Eine: andere Auflöfung diefer Aufgabe ‚ wozu man: fich 
noch bie geraden Linien AC, AD, BD, BE benfen muß, 
beruht auf folgenden Säpen: 
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c) Werden daher die drei Seiten (Fig. 351.) AB, BC 


und. CA in den Puncten D, E und F halbirt und die Berbin- 
dungslinien DE, EF und FD gejogen,, fo wird das gegebene 
Dreied ABC in vier unter fidh congruente Dreiede ADF, DBE, 
DEF und FEC getheilt,,. beren awei aneinander grenzende ein 
Parallelogramm bilden. 
Ccuxviii. Zum 3. Sage a) Wenn in dem Dreiede 
BAC die Seite AB— AC ift, fo wird die AD, welche I BAD 
x CAD macht, auf BE fothrecht ſtehen und AADBS 
AADC feyn, woraus ohnedied BD —DC folgt. 
b) Daß die mit DA parallel gegogene-CE die über A 
verlängerte BA fchneiden muß, folgt ſogleich daraus, daß 
BCE-XBDA, daher BCEM XBS2R if. 


.0) Es ſei (Fig. 382) ABG ein gleichſchenkeliges Dreied 


ſo iſt ‚ wenn man X ABD XCDBD macht, 
CB:BA = CD; DA-sder auch 
CB: AC - CD: DA, folglich 
Stechted AC CD Rechteck DA >< BC. Ä 

Folglich ift Bie-gegebene Linie AC’ in zwei Theile getheilt; 
fo , daß das Rechteck aus der ganzen und dem einen Segmente 
dem Rechtecke aus dem andern ‚Segmente und einer vierten 
Linie gleich iſt. | 

d) Wäre das Dreieck KBC bei B rechtwinkelig, ſo wuͤrde, 
wenn ABD XDBC =1/Y, K'gemacht wird, die Hypotenuſe 
AC nad) dem Verhaͤltniſſe der beiden Sarheten‘ CB und BA 
getheilt, denn es ift CD:DA —= CB: BA. 

CLXIX. Zum A. Sage a) Wenn es in dieſem Sabe 
"heißt, daß die den gleichen Winkeln'gegenuͤberliegenden Seiten 
homolog find, fo ift diefes-mehr ale Erfiärung der 
komologen Seiten eined Dreiecks zu betrachten. Denn 
follte eg eine Behauptung ſeyn, fo müßte früher fchon eine 
Erklärung folder homologen Seiten voraus gegangen ſeyn. 

b) Der Ausdruck homolog wird fowohl von Seiten 
ale von Winkeln gebraudt, und-fowohl bei congruenten 
als bei ähnlichen Figuren. Wenn (Fig. 4, AABCSSADEF 
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it, ſo daß man CA=XxD, xB=xEmb xC=xXF. 
hat, fo tft die Seite AB der DE, bie AC der DF und Die 
BC der EF homolog, weil fie paarweife gleichen Winkeln 
gegenüberliegen, Auf gleiche Art find die Winfel.A und D, 
B und E, C und F homologe Winfel, weil fie den gleichen 
Seiten entgegenftehen. Ganz auf gleiche Art ift es mit homo⸗ 
Iogen ‚Seiten und Winkeln zweier ähnlichen. Dreiede. Iſt 
3 B. (Fig. 355) A ABC. A DE b. h. iſt XA XD, 
BXRXE und XC=XF, fo find AB, DE; AC, DF 
und:BC, ER. homolege Seiten; ebenfo wie die, diefen Seiten 
gegenüberliegenden Winfel A, D; B, E und GC, F homologe 
Winkel find. 

c) Denft man fich unter ABC und DEF zwei congruente 
gleichfchenfelige Dreiede, worin A und D die Spigen bezeich⸗ 
nen, B und E zur Linfen, C und F zur. Rechten der Grund» 
Iinien fiehen und AB=AC=DE=DF ift (und welde man 
ſich ieicht verzeichnen wird), ſo find AB und DF, obwohl ſie 
den gleichen Winfeln C und E gegenÄberliegen, dennoch feine 
homologen Seiten beider Dreiede, weil, wenn man fi BC 
und. EF in einer geraden Linie denkt, die BA fo von der 
Linfen zur Rechten, wie die DF von der Rechten zur Linken 
gegen fie geneigt if. Man kann nun die Lage der BA und 
FD gegen diefe Linie, fo wie auch jene der CA und ED eing 
fpmmetrifche nennen, 

d) Auch fann man von. einer homologen und ſymmetriſchen 
Lage ganzer Figuren gegen einander ſprechen. Wenn z. DB. 
(Fig. 355) die ähnlichen Dreiede ABC und DEF eine folche 
Lage haben, daß ihre homologen Seiten BC und EF entweder 
in einer. geraden Linie liegen oder. mit einander gleichlaufen® 
find, fo haben fie dann eine homologe Lage, wenn die 
bomologen Seiten BA, ED nad) derfelbigen Richtung 
hin geneigt find; eine fommetrifche Lage dann aper, 
wenn die homalogen Seiten,. wie ca und CA, «ine entgegens 
gefegte Richtung haben. er. 

2) Da, nad der frühern Worterklaͤrung, ſolche Dreiecke 
ähnliche genenut werden, welche gleiche Wintel und (aͤhrlich 
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Hegende) yproportionale Seiten haben, To ift biefer Begriff 
hierdurch geometrifch begründet und bewiefen, daß zwei Dreis 
ede einander ähnlich find, wenn fle, einzeln genommen, zwei 
gleiche Winfel haben. Denn der dritte Winfel muß nun auch 
‚dem dritten gleich feyn. 

f) Der Beweid des 4. Satzes ann auch. dadurch gefuͤhrt 
werden, daß man das Dreieck CDE ſo in das Dreieck Bac 
legt, daß D in A, DC laͤngs AB und DE laͤngs AC fällt. 
Hier muß nun, weil XDCE=XB'ift, CE mit BC gleich 
laufend’ feyn, woraus bie Proyortion DC : DE = AB: AC 
folgt ‚. u: fi.m.- 

Auch kann ber Beweis dieſes Sabes leicht indirect gefuͤhrt 
werden. 

CLX. Zum-5. Sage a) Hier iſt vor Allem zu bewei⸗ 
en, daß, wenn in den Dreiecken ABC und DEF 

4) AB:BC = DE:EF und. 
2) BC:CA = EF:FD ift, nun audy 
3) BA:AC = ED:DF feyn muͤſſe. 

Man erkennt diefes fogleich daraus, daß, wenn in den 
erſten zwei Proportionen die erſten, zweiten, dritten und vierten 
Glieder mit einander multiplicirt werden, eine neue Propor⸗ 
tion entſteht, welche im erſten VBerhältniffe mit BC, im 
zweiten mit EF gehoben werden kann. Geſchieht nun diefeg, 
fo erhält man die dritte Proportion. Gleichwie alfo aus der 
Bleichheit zweier Winkel in zwei Dreiecken die Gleichheit der 
beiden dritten Winkel folgt, fo geht auch aus der Proportios 
nalität zweier Seitenpaare jene der dritten Paare hervor. 

b) Auch fann der Beweis auf diefe Art gegeben werben. 
Man nehme (Fig. 353) DG == AB und siehe durd; G die GH 
mit EF parallel. Hier it ED:DF=GD:DH; allein es if 
auh ED:DF=BA:AC, folglich muß DH=AC ſeyn. Auf 
gleiche Art wird bewieſen, daß, wegen 

DE :EF = DG:GH und wegen 

DE:EF = AB:BC, auch 
GH=BBG ift. Folglich muß auch ADGHTSAABC und daher 
XD=xXA, 'xDGH = xB=xE ud xXDHG=X GC 
= 7 feyn. ‘ | 
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eo) Auch koͤmte die Wahrheit des 5. Satzes indirect bewie⸗ 
ſen werden, wie man leicht ſelbſt finden wird. 

d) Wenn alfo in zwei Dreieden zwei Paare proportionirter 
Seiten vorhanden find, fo müflen die Dreiede ebenfalld einans 
der ähnlich feyn d. h. ſie müffen gleiche homologe Winfel haben, 

CLXI. Zum 6. Sage : a) Dieſer Satz, welcher die 
Dritte Bedingniß zur Aehnlichfeit der Dreiecke enthält, kann 
auch auf folgende Art bewiefen werden. . . 

Es fei C Fig. 353) BA:AC=ED:DF und XA=xXD, 
fo nehme. man DG = AB, DH = AC.und ziehe GH. Hier 
burch wird nun ADGH A ABC und GH mit EF gleich» 
laufend; folgid XKDCH=IXE=XB und XDHG=XF 
=xC, ‚woraus dann ferner AB:BC=DE;EF und AC: ® 
=DF:FE folgt. ... 

b) Daher find zwei Dreiede einander ähnlich : 

4) Wenn fie zwei gemeinfchaftliche Winkel ‚ 

29 Zwei Paare proportionaler Seiten, oder 
3) Zwifchen einem .-Paare ‚proportionaler Seiten einen 
gleichen Winkel haben. | 

CLXI. Zum 7. Sage. a) Um diefen Sag mit nöthiger 
Klarheit zum überfehen, bemerfe man Folgendes. Es feien 
(Fig. 354) ABC und DEF zwei gegebene Dreiede, in welchen 
I A=3XD und AB:BC=DE!FF ift, fo ift der, den Seiten 
AB und DE gegenüberliegende Winkel ACB und DFE ent 
weder =R, oder <R (Fig..a.) oder. >R (Fig. b..) 

Sm erßen Falle find die Dreiecke gleichwintelig und muͤß⸗ 
ten, auch wenn es von AB, BC, DE und EF nicht ange 
nommen wäre, proportionale Seiten haben,. da gleichwins 
kelige Dreiecke auch ähnliche Dreiecke find. 

Sm zweiten und dritten Falle nehme man BJ) = ED 
und ziehe IK mit AC gleichlaufend, fo ift 

AB:BC = JB:BK und auch 

AB:BC = JB:EF, folglich 
BK = EF und die Dreiede JBK und: DEF haben bie Winkel 
BJK und EDF, die Seiten BJ und ED, und endlich bie Seiten 
BK und EF mit einander gemein. .: ’ ur 
92 * Zr 
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Wenn -man nun bad Loth BG auf AC oder auf ihre 
Verlängerung über C zieht, GH==GC madıt und BH zieht, 
fo koͤnnen aus den drei Stüden AB, BC und A, fo wie 

‚aus den ihnen entfprechenden JB, BK und X BJIK die zwei 
verfhhiedenen Dreiede ABC und ABH, ferner JBK und 
JBM gebildet werben; aber auch ar r dieſe zwei verſchi i e⸗ 
denen Dreiecke. 

Sind daher die, den Seiten. AB, JB und DE gegenüber: 
liegenden Winfel ACB, JKB, DFE fpitze Winfel, fo muß 
3IKB=3CDFE, folglid AJBKTSADEF und fomit A DEF 
&AABC ſeyn. 

Sind dagegen bie, den bemerften Seiten AB, JB, DE 
entgegenliegenden Winkel AHB, JMB, DPE ftumpfe Winkel, 
fo muß wieder XIMBXDPE, folglich AJBM TS ADEP 
und daher ADEP co A ABH feyn. 

b) Wenn daher zwei Dreiede einen Winfel: gemein und 
zwei Seiten, welche denfelben nicht einfchließen, proportional 
haben (wobei eine diefer Seiten die dem gemeinfchaftlichen 
Winkel gegenüberftehende it) und der, jener andern Seite 
gegenüberliegende Winfel in beiden Dreieden ein fpiger oder 
ein flumpfer ift, fo find die beiden Dreiede einander ähnlich. 

Wäre diefer genannte Winkel ein rechter, fo müßten 
diefe Dreiede, ba fl e nun gleichwinfelig find, ohnedies auch 
ähnliche feyn.: 

CLXIII. Zum 8 Sage. Hier nur eine Anwen, 
dung von diefem fehr folgereihen Gate. Da ED: BA = 
BA: BC ift, fo wird Rechteck BD>x< BC == Quadrat BA>< BA. 
Da ferner CD:CA=CA:CB, fo ift Rechteck CDX<CB= 
Duadr. CA><CA. Folglih muß auch BA><BA+CA<CA 


—=BD><BC ++ CD><CB oder BAx<BA-+CA>CA—(BD- 


+ CD)x<CB db. h. BAX<BA +CAXLCA=BCHXBC fegn, 
wodurch der pythagorifche Lehrfag auf andere Weife, als 
"früher gefchehen ift, begründet wird. 

CLXIV. Zum 9. Sage a) Sollte eine gegebene 
gerade Linie in eine größere. Menge gleicher Theile z. B. in 
21 getheilt werden, fo theile man. fie zuerft in 7 und dann 
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jedes biefer Ttel wieber in 3 gleiche Theile, denn ber Ste-Theil 
vom Tten Theil iſt der 21te Theil ded Ganzen. 

bh) Auch kann durch Hilfe diefes Satzes jeder beftimmte 
Theil eines Quadrates in ein ihm gleiche Quadrat verwandelt 
werden. Um z. B. 3/, eines gegebenen Quadrate -in ein Qua⸗ 
. drat zu verwandeln, theile man zwei Parallelfeiten beffelben - 
in. fünf gleiche Theile und ziehe durch die Endpuncte der dritten 
Theilpuncte eine Querlinie, fo zerfällt da Quadrat in zwei 
Rechtecke, wovon daß eine 3/, und das andere 2/; beffelben ift, 
und deren jedes nach dem Vorhergehenden in ein ihm gleiches 
Quadrat verwandelt werden kann. 


) Auch taͤßt ſich irgenb ein beftimmter Theil; z. 2. ber — — 


Theil. eines. gerablinigen Bielerfä, in ein ihm gleiches Quadrat 
verwanhein. Man verwandle Das Vieled in ein ihm’ gleiches 


Rehted ! nehme von biefem ben — Theil und verwandle ihn in 


ba8, verlangte. Quadrat. 
CLXV. Zum 10. Satze. Diefe Aufzabe iſt eigentlich 
die allgemeine, von welcher die unmittelbar vorhergegangne 
nur einen befondern Fall bildet. Sie hat mannigfaltige Ans 
wendungen. Sollte z.B. ein. gegebenes Dreied durch eine 
Rinie von ‚per Spige auf die Grundlinie nach dem Verhältniffe 
- 900 3?5. getheilt werden, fo_theile man nur die Grundlinie 
nad diefem Verhaͤltniſſe und ziehe von dem Theilpuncte nach 
des Dreiecks Spige die Verbindungslinie.: 

CLXVI Zum 11. Sage. a) Man.erhält durch Aufs 
loͤſung biefer Aufgabe eine ſtetige geometrifche Proportion, 
wozu das erfle und mittlere Blied gegeben ift. 

b) Weil aus AB:AC=AC:CE auch ABx<CE=ACH 
AC folgt, ſo iſt das Nechted von AB und CE dem Quadrate 
von AC gleich. Daher kann durch dieſe Aufgabe jedes Quadrat 
in ein ihm gleiches Rechte verwandelt werben, wozu eine 
willführliche Linie ald Seite gegeben iſt; die andere Seite 
wird durch die Aufldfung gefunden. 
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TLXVI Zum 12. Sage. a) Auch koͤnnte man bie 
zweite Linie B, anftatt fie von G nadı E zu legen, von D nad 
F tragen. Nun müßte die dritte Linie C von G nah E hin 
getragen werben. Daß man hier dief elbige Linie HF als 


viertes Glied erhaͤlt, iſt leicht zu beweiſen, wenn man ‚bie 


‚doppelte Zeichnung entwirft. 

b) Auch kann— jedes gegebene Rechteck leicht in ein anderes 
verwandelt werden, wozu eine willkuͤhrliche Seite gegeben iſt. 
Denn das Rechteck aus A umd.B muß immer dem Rechtecke 
aus C und HF 'gleich ſeyn. ” 

CLXVII. Zum 13. Satze. a Da hier AB: BD BD: BC 
tft, fo muß das Rechte aus AB und BC dem Quadrate von 
BD gleich ſeyn. Daher kann man durch Anwendung dieſer 
Aufgabe jedes Rechte: in ein ihm gleiches Quadrat verwan⸗ 


Wwandeln, wie fchon früher, jedoch anf andere Weiſe, iſt gelehrt 


worden. 

b) Auch iſt in jedem rechtwinkeligen Dreiecke das Quadrat 
des aus dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypotenuſe 
gezogene Lothes dem Rechtec aus den beiden Segmenten dieſer 
Hypotenuſe gleich. 

c) Desgleichen hat der Hafbtreiß- AD bie merkwuͤrdige 
Eigenſchaft, daß das Quadrat' eines irgendwo auf- AC errich⸗ 
teten, bis zur Peripherie verlaͤngerten Lothes dem Rechtecke 
aus den beiden Segmenten des Durchmeſſers gleich iſt. Dieſe 
Eigenſchaft beſtimmt die Natur derKreislinie fo genau, daß 
fie fich hierdurch. von jeder andern krummen Linie mefentlich 
unterfcheidet. Daher fann ſie als eine Ertlärun 8 ber ſreis— 
linie angeſehen werden. 

CLXIX. Zum 1%. Satze. Die Conſtruction "zweier 
gleichen Parallelograimme, welche einen gemeinfchaftlichen Wins 
tel haben, ‚ergibt fich leicht aus dem 44. Sage des J. Buche. 
Daß die über F verlängerte AF nnd-die über E verlängerte 
CE fih in H ſchneiden müflen, und daß die hierdurch ents 
fiehende Figur FHEB ein Parallelogramm ift, ergibt-fich fehr 
einfach aus früheren Sägen. Auch kann die Eonftruetion der 
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Hypotheſts des zweiten Theil dieſes Satzes Teicht ausgeführt 
werden, da man nur. bei zwei fich in B fchneidenden Linien 
DB:BE = GB:BF machen und die Parallelogramme DF und 
BC bilden kann. 

CLXX. Zum 15. Sage. a) Um zwei Dreiecke zu con» 
ſtruiren, welche einander gleich find und einen Winfel gemein 
baben, dürfte man nur zwei gleiche Parallelogramme von biefer 
Eigenſchaft, wie in Kig. 140 gefchehen ift, bilden und in ihnen 
die Diagonalen FD und EG ziehen, wodurch die beiden Dreis 
ecke FBD und EBG biefer Hypotheſis des Satzes entfpräcen. 

b) Auch kann ber Beweis von. den Dreiecken (Fig. 141) 
DAE und BAC leicht dadurch geführt werden, daß man die 
Parallelogramme bildet, von welchen diefe Dreiede die Haͤlfte 
find und nun diefen Sag auf den 14. Sag zurüdführt. 

c) Die Hypotheſis des zweiten Theild der Behauptung 
kann leicht dadurch in der Gonftruction dargeftellt werden, daß 
man hier wie zuvor (CLXIX) verfaͤhrt. 

CLXXI. Zum 16. Sage. Wenn a, b, c und d vier 
Zahlen bedeuten und eg it a:b=c:d; fü muß a>xd=b>xc 
feyn. Run kann man ſich unter a><d fowohl, als unter b>x<c 
den Inhalt eines Rechtecks vorftellen, wenn dieſe Buchftaben 
andeuten, wie oft das als Einheit genommene Maß in jeder _ 
Seite des Rechtecks enthalten if. Folglich find die hierdurch 
entfiehenden Rechtecke fchon nach dem. oben’ Bemerften (LXXV) 
einander gleich. 

Wenn umgelehrt die zwei Producte a >< dund b>< ce eitte 
ander gleich find, fo fielen fie zwei gleiche Rechtecke vor und 
ed muß nun auch a:b==c:d feyn. 

CLXXII. Zum 17. Sage Wenn im Allgemeinen a:b 
=b:c if, fo muß axc=b><b feyn,-d. h. das Rechteck 
aus a und c ift dem Quadrate von b gleich. Wäre umgekehrt 
ax<c=b?, d.h. ein Rechteck einem Quadrate gleich, fo 
müßte auh a:b==b:c d.h. b die mittlere gebmetriſche Pro⸗ 
portionallinie zwifchen a und fegn. - - 

CLXXIII. Zum 18. Sage. a) Wann eine gerablinige 
Figur einer ihr ähnlichen auch aͤhn lich liegt, hat Euclides 
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nicht beſonders erklaͤrt; kann jedoch feine weitere Schwierig⸗ 
keiten haben. Wenn (Fig. 355) die .Dreiede ABC und abe 
einander ähnlich ſind, BC mit ch gleichlaufend tft, aber ZB 
zur Einfen von BC und <b=3B zur Rechten von cb und 
eben fo X C zur Rechten von BC und Xc=&C zur Linken 
von ch liegt, fo hat das Dreied abc gegen ABC keine ‚ähnliche 
Lage. Wohl aber ift dad Dreieck DEF, welches ebenfalld dem 
Dreiede ABC ähnlidy ift, zugleich. auch diefem Dreiede ABC 
ähnlich liegend; da fich zur. Rechten von BC und EF ber 
Winkel C=3cF und zur Tinten der Winfel B= IE: befindet, 
Auch koͤnnte fih die Linie EF in.der Verlängerung von BC 
befinden. Diefe ähnliche Lage ähnlicher Figuren gehört 
übrigens nicht zu dem Weſen derfelben, ‚fondern. bient nur zur 
bequemen Brirachtung derfelben.: on 
b) Da, nach der frühere Worterklaͤrung, ‚jene Figuren 
ähnliche heiſſen, welche, einzeln genommen, gleiche. Winfel 
und proportionale Seiten haben, fo muß beides von den beiden 
Viereden AGHB und CFED bewiefen werden. 
4). Da x AGR = 3% .CFD und auch 
‚3 BGH = x DEE, muß ... .: 
3_ AGH = x CFE ſeyn. Da ferner. . 
x ABG = 3% CDF und.aud ' 
X GBH = x FDE iſt, fo muß 
x ABH = 3% CDE ſeyn. 
2 Da A AGB & A CFD, fit * 
AG: 6GB = CF : FD. oder 
AG ı CF = GB: FD. Da andy 
AHGB w A EED, fo ift 
: HG 2.6GB = EF : FD, oder Ä 
ie L HG : EF= GB : FD; es war aber 
AG: CF=GB:Fb, folglich ift 
AG : GH= CF: FE 
Ganz auf gleiche Art wird bewiefen, daß AB:BH=CD: DE iſt. 
c) Befaͤnde ſich über ED noch ein Dreieck, deſſen Spitze 
K heiffen ſoll, fo duͤrfte man nur an BH in H einen Winkel 
legen, welcher — —xX:DEK und in B einen Winkel = = X EDK. 
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Nennt 'man:den Durchſchnittspunct diefer beiben: Schenkel mit 
J, fo wäre A HBJ w:A EDK und nm auch das Fuͤnfeck 
AGHIB ahnlich dem Fuͤnfecke COFEKD. 

NUeberhaupt iſt hietand klar, wie man Im. Allgemeinen ein 
geradlinigee nEck über eine gegebene Linie conftrujren fann, 
welche& einem gegebenen. n&de aͤhnlich iſt. 

qy Auch kann Aber MN (Fig. 356) dadurch ˖ ein Viele, 
dem gegebenen ABCDE ähnlich, gebildet werden, baß man Ab 
z=MN madt, aus A bie Diagonalen AC, AD’ und nun durch 
b die be mit BC, die od mit CD und bie.de mit DE gleich⸗ 
laufend zieht, wodurch ABCDE cv abcde.. .”. 

Denn ed it. AAbce® AABC; AArd® AACD; A Ade 
& ArADE ; daher btA HY%x Acd=3CBCA + SCACH 
d. 6. bed = x BCD, :und auf gleiche Weiſe: auch Kede= 
CDE, fo.wie auh.CAedim'3ZCAED. Ba. : . . 

Ac : AC = bes:BG und auch . 
Dr Acr AC=«d:.CD. 2: .' 
ift, 0 m man:betcdseBG:CGD und anf ahnliche Wuſe 
cd:de==CD:DE, ſo wie auch eA:Ab—EA:AB. 

Waͤre die gegebene Linie MN> AB, ſo konnte man AB 
über B verlängern und auf aͤhnliche Art verfahren. 

e). Wäre (Fig. 357): dad Sechseck GHIKLM gegeben und 
man follte ein anderes confteniren, welches ihm ähnlich ift, 
ohne daß irgend eine Seite deſſelben gegeben wäre, fo nehme 
man in biefer Figur, einen willführlichen Punct T, ziehe. die 
ginien TG, TH, TJ, TK, TL, TM unb verlängere. fle 
über ihre Enbpuncte,. nehme dann die beliebigen. Puncte N und 
A, ziehe NO, AB parallel mit GH; OP, BC yarallel. mit 
HJ; PQ,.CD paralkel mit IK u. f. f. bis zum Schluffe beider - 
Sechsecko, fo iſt ſowohl NOPOSV als: ABCDEF dem gege⸗ 
benen Sechsecke GHIKLM aͤhnlich. Denn es iſt ANTOw 
AGTHWAATB; AOTPSSAHTISABTC u ſ. f. und 
man wird auch leicht einfehen., daß die durch die Schlußlinien 
NV, AF entfiehendeh Dreiede NTV und: ATE ebenfalld dem 
Dreiede GTM aͤhnlich find. Die weitere Ausführung bed Ber 
weifes ift dem vorigen ähnlich. 
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CLXXIV. Zum 19. Sage. Man bemerke hier: folgenden 
Benris diefed fehr wichtigen Satzes: 
a) Die Flächenräume ähnlicher rechtiwintelfger Dreiede 


verhalten ſich wie die Flaͤchen der über ihre gleichnamige Seiten 


befehriebenen Quadrate, 

Es fei (Fig. 358) in den ähnlichen Dreierten ABC und 
FGH, x B=3%xG=R und BCED bad Quadrat über BG; 
GHEIJ jened über GH, fo ift 

A ABC: A FGH = BCED : GHKJ. 
. Denn wenn man bie Diagenalen- CD und HJ zieht, ſo iſt 
A ABC: A CBD = AB : BD und 
A’FGH : A HGJ = FG : GJ. . 
Da aber AB:BD (=BC)=FG:G6J (=GH), ſo. iſt auch 

.AABC: ACBD=AFGH.:- A HGJ, baber 

AABC : 2aACBD = A FGH : 3AHGJ ode . 

AABC: AFGH = BCED : GHKIJ. 

b) Die Flächenräume ähnlicher Dreiede Aberhaupt vers 
Halten fic) wie die Quadrate ihrer homologen Seiten. 

Es feien (Fig. 359.) die Dreiecke ABC und EFG einander 
ähnlich, fo ift auch hier | 

 AABC : A’EFG Quadr. AB: Ouabe. EF. 
- Denn wenn man die Lothe AD und EH zieht, fo it A ADB 
co» AEHF und AADCAEHG,.. Daher hat man 
A ADB : AEHF Quadr. AB : Quadr. EF und 
A ADC : A .EHG = Quadr. AC : Quadr. EG. 
Da aber Quadr. BA : Quadr. FE= Duadr. AC: Duadr. EG, 
fo it auh AAPDB:AEHF=AADC;AEHG, und folglich 
AADB:AADB+AADC=AEHF:AEHF FAEHG, d.h. 
AADB:AEHF==ABAC:AFEG. Da aber aud . 
AADB: AEHF = Quadr. AB: Quadr. EF, fo ift audy 
ABAC : AFEG == Quadr. AB: Quadr. EF. 

c) Wäre z. B.EF = 1/, AB, fo würde ABAC: AFEG 
=2%x2:1x1=4:1 feyn, d. h. ein Dreieck, weldyes einem 
andern ähnlich iſt und worin eine Seite noch einmal fo groß 
ift, ald die ihr homologe Seite des andern Dreiecks, hat einen 
viermal größern Flaͤcheninhalt ale jened. Sein Umfang if 
aber nur noch einmal fo groß. 
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Ständen dieſe Seiten im Berhäftniffe Yon 1:n, fo würden 
bie Flächen im Verhältniffe von 1: n? ſeyn; die Umfaͤnge aber 
ſich wie 13n verhalten. 

d) Hier bemerke man folgenden höchft einfachen Beweis 
bes Pythagoriſchen Lehrfages. 

Es fei BAC (Fig. 359) ein rechtwinkeliges Dreieck und 
AD das Loth von A auf BC, fo iſt 
ABDA:AADC: "ABAC = Duadı. BA: Quadri AU: Quadr. BC. 
Da nun ABDA+AADC=ABAC if; ‘fo muß auch Quadr. 
BA Quadr. AC= Quadt. BE ſeyn. 

CLXXV. Zum 20. Sape, a) Die Aufgabe; eine Figm 
zu conſtruiren, welche einer gegebenen aͤhnlich iſt, iſt bereits 
oben Cim 18. Satze) aufgeloͤſet worden und. wird biefem Sapt 
als Bedingniß voransgefegt. Zn 
by) Wenn ( Fig. 360) ABCDE & abede m und man sicht 
bie Diagonalen AD, AC und ad, ac, fo ift klar, daß beide 
Fuͤnfecke in gleichviele Dreiede und in ähnlich liegende Dreiecke 
getheilt werden. Da nun, nach der Annahme XE Ke 
und AE:ED — ae:ed if; ſo ift auch AAEDsA aed und x 
EAD='X ead-, fo wie XEDA =Xeda. | 
| Da ferner XB=3b und au AB:BC=abtbe, fett 

auch AABCov Aabeund XBAC—&Xbae; auch X BCA=xbea. 

Da aber X EAB— X eab, fo muß auch IDAC—=X 
dae, und da XBCD=&X bed ift, auch ZACD =%Xacd 
ſeyn. Daher denn auch ADAC A dac. Daher beftchen 
ähnliche Vielecke aus ähnlichen Dreieden. | 

Ran it A AED: A aed = AEs: aea-*y' ferner 

u :": AADC : A ade = ADa: adamıd 
‚AEX : aes ADa: ada, folglich 
A AED : A aed —= A ADC : A ade, daher 
AAED:AAED + AADC— A aed: A aed' + A adc ober 
A AED : AEDC = A aed : aedce, daher 
AAED : A acd = = AEDC ; “ aede, ſomit 





) Der Ausdruck: Aka ? aea ſoll fo viel heiſſen als: Auch 
über AE : Quadrat uͤber ae. 
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AEDC .: aedo = AE1: ael. Da aber 
 „AEaz aeı ABa: aba, fo ift auch 
AEDC : aede = ABa : ab. Allein 
. ABa: abt= A ABC : A abc, folglich 
AEDC : aede = A ABC: A abe und 
AEDC: + A.ABC A ABC = aede + A abo: A abe d. h. 
AEDCB : aedcb = A ABC : A abc, allein 
- A-ABG: : .A abe =_ABa : abı ‚folglich 
-AEDCB. ;; agdeb = ABı ; abı. _ 
c) Wäre AB=2ab, fo würbe. ABCDE= Aabcde feyn, 
und allgemein, wäre AB—n.ab, fo würde ABCDE nX nab 
fegn.. — Alle. Verhaͤltniſſe, welche früher von den. Quadraten 
bewisfen. werben ‚find (LXXIIL, h—k),.tönnen nun eben fo 
auf ähnliche Dielede angewendet ‚werden. Sollte 3. 3, bie 
Brite eines Vielecks gefundeg:werben, welches, dem. gegebenen 
ABCDE. ähnliph und. die ‚Hälfte veffelgen ift, fo. halbire man 
DC in F, errichte: das Loth FG? FD und ziehe DG. Macht 
man nun DH=DG, ſo iſt DH die, der Seite DC. entſprechende 
Seite des zy findenden Vielecks. Dem ed iſt DGa = 1%, DCa 
und das gegebene Rieled ABCDE. verhält ſich zu dem über DH 
gonftruirten wie. Dea: pm. 

CLXXVI- Zum 21. Sage. a) Die Behauptung dieſes 
Satzes wird etwas ſchaͤrfer fo’ ausgeſprochen: Wenn jede von 
zwei geradlinigen Figuren derſelbigen dritten aͤhnlich iſt, ie 
ſind auch jene zwei Figuren einander felbft ähnlich, . - 

b) Wäre jedes der beiden Fuͤnſecke Fig. 360) ABCDE 
und ahcde ‚einem dritten mit albrordre?. bezeichneten. Fuͤnfecke 
ähnlich, ſo müßte auch ABCDE & akcde ſeyn. Denn es ift 

AB : BC = »b! ; b/c' .und 
ab : be = arb' : bfer, folglich. - 
- «AB : BC = ab : be, Ferner ift 
. + BG.; CD= bie . cd’ und. 
be 2 cd = brer : cd’, daher 
BC: CD=bc :cd 
und berfelbige Beweis gilt für bie Proportionalität ber übrigen 
Seiten. 


. Id. 
dw. 
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Kerner ift ABC = 37 alb’cr und 
X abe = a a'b'et, alh’c’, baher auch 
U AB ——ee —— | 
und em Ahitier Beweis kann für alle übrige intel geſthrt 
werden: | 

CLXXVIL Zum 2, Satze. a) Der erne Theil dieſes 
Satzes wird ſehr einfach ſo bewieſen. Da 

AB: CD EF: 6G iſt, ſo iſt auch 

ABe: CDa - Ehs: GHa. Mein-- 23 
KAB :: LCD : MEFV : NGHW = ABı:CDa’EF4:GHa, folglich 
auch KAB:LCD = MEFYV:NGHW. 

b) Der Beweis des zweiten Theils ift der. umgefehrte 
bed vorigen und bedarf feiner weitern Audeinanderfegung. — 
Daß bie ähnlichen Figuren auch ähnlich Tiegend feien , 
gehoͤrt nicht zur Weſenheit des Satzes. 

CLXXVIII. Zum 23. Sage: Entweder find die gege⸗ 
benen Parallelogramme Rechtede, wie ( Fig. 361.) ABDC und 
DEFG, oder fchiefwinfelig, wie HJKL und -KMNO. 

Sm erften Kalle ift, nach dem Frühern, 

ABDC = CD x DB und - 
DEFG — ED x DG, folglich 
ABDC : DEFG = CD x DB : ED x DG, oder 

ABDC : DEFG = (CD:ED)x (DB: DG). 

Im zweiten Falle ziehe man aus Kauf HJ das Loth 
KP, welches, .weil HJ mit ON parallel iſt, rüdwärts nad 
Q verlängert, auch ein Loth auf ON feyn muß, fo ift AKPI 
&AKOO, weil auh KI=IO ift, folglich hat man 

KP:EQ=KJ:KO. Men 

KP><LK = HJIKL und ebenfo . . 

KOQx<KM=KMNO, folglid 

HJIKL : KMNO = KPX<LK : KQ > KM und 

HIKL : KMNO =KJ <LIK:KOXKMD. h. 

HJKL : KMNO = (KJ : KO) x (LK'x< KM) 

CLXXIX. Zum 24 Sage. Diefer einfache Sag fann 
auch dadurch bewiefen werden, daß man zuerft die Aehnlichfeit 
der Parallelvgramme AEFG und FHCK unter fid) und dann 
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bie Achnlichfeit des einen von ihnen mit dem ganzen Parallelo⸗ 
gramme ABCD zeigt. 

CLXXX. Zum 35. Sage. Hier ift bie gegebene Figur, 
zu welcher. eine ähnliche fol gefunden werben, ein. Dreieck. 
Waͤre dieſelbe irgend ein anderes geradliniges Vieleck, ſo 
koͤnnte dieſes zuerſt in ein ihm gleiches Dreieck verwandelt und 
dann ebenſo verfahren werden, um das ihm aͤhnliche Dreieck 
(von der Größe einer gegebenen Figur) zu finden. Die Seite 
des ihm gleichen und dem gegebenen Vielecke ähnlichen Vielecks 
kann dann auch leicht beftimmt werden. 

CLXXXI. Zum 26. Sage a) Auch kann dieſer Satz, 
wie man leicht finden wird, direct bewieſen werden. Eine 
nothwendige Bedingniß dieſes Satzes ift ‚, daß das neugebildete 
Parallelogramm mit dem gegebenen eine ähnliche Tage habe. 

b) Auch gilt die Behauptung ded Sages dann noch, wenn 
des Parallelogramms ADCB Seitenlinien AD und AB ber D 
und B und fo verlängert werden, daß fie diefen Geiten ſelbſt 
- proportional find. Die Verlängerung der Diagonale AC über 
C muß dann in den Winfelpunct dieſes über die verlängerten 
Seiten zu befchreibenden Parallelogramms eintreffen. > 

ec) .E8 koͤnnten auch Die Seiten DA und BA über A fo 
verlängert werden, daß dieſe Berlängerungen diefen Seiten. 
felbft proportional wären, wodurch das neu zu bildende Parals 
lelogramme aufferbalb des gegebenen fiele. Die über A vers 
längerte CA muß auch Diagonale diefes Auffern Parallelor 
grammes feyn. 
| CLXXXI].. Zum 97. Satze. a) Der erſte Theil dieſes 
Satzes kann auch ſo ausgedruͤckt werden: 

Wenn man des Parallelogrammes VEBA Parallelſeiten VE 
und AB in D und C halbirt, die Einie DC zieht, dann AK > 
AC willführlich nimmt, DB und KO mit AV gleichlaufend und 
durch den Durchfchnittöpunet F die GFH mit VE ebenfalle 
parallel zieht, fo. it VDCA > GFKA. 

Denn es iſt nach diefer Gonftruction . 

QEHF = LFKC, allein 
DEHL > QEHF, folglich 
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DEHL > LFKC aber 
DEHL = VDLG, alfo .. 
VDLG > LFKC, nım {fl 
'GLCA — GLCA, fomit 
VDCA > > "GFKA. 

b) Huf ähnliche Art wird auch der zweite Tpeil bewiefen. 

Es if naͤmlich (Big. 158) | 
GFML — VLCD, allein " 
GFML = HGIK, folglich 
VLCD ZHCIK und daher 
VLCD > HEVK, allein 
KVDA = KVDA, daher - 
KLCA > HEDA. 

e) Wenn die willführliche Linie AB (Fig. 362) in C hals 
birt, über AC das Duadrat ACDE, über CB dad Quadrat 
CBLD errichtet, jede der Linien AE, CD, BL über E, D; 
L auch die BD über D verlängert wird, bie ein aus dem wills 
kuͤhrlichen Puncte M auf AB errichtetes Loth diefe Iegtere in H 
fohneidet und num durch H die mit EL parallele FHJK zieht, 
fo ift dad Quadrat EDCA größer ald dad Rechte FHMA. 
Allein .es ifl, wegen X DBC=Y,R, auch HM=MB; folglich 
auch das Rechteck FHMA dem Mechtede aus AM und MB 
gleih. . Daher ift das größte Rechteck, weldhes aus 
den Segmenten einer gegebenen Linie AB gebildet 
werben fan, bad Quadrat aus ihrer Hälfte. Denn 
jedes andere‘ Rechte aus ihren ungleichen Segmenten muß 
kleiner feyn. 

d) Da dad Quadrat EDCA auß den Theilen ENMA und 
NDCM, das Rechteck FHMA aus den Theilen FHNE und 
ZENMA befteht, fo ift jenes um fo viel größer als diefes, um 
wieviel NDCM größer ale FHNE ift. Allein NDCM = JKLD 
= FIJIDE, folglidh ift HIDN der Unterfohted von EDCA — 
FHMA. Allein HIDN ift: das Quadrat von ND=MC=AC— 

1 —= 1,AB — AM. Daher beträgt ber Unterfchied 
zwifchen dem Quadrate der Hälfte einer gegebenen 
Linie und des Rechtecks aus ihren zwei Segmenten 
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fo viel als ein Quadrat, deffen Seite die Differenz 
zwifchen der halben Linie und ihrem Fleinern Seg⸗ 
mente ift. 

e) Auch laͤßt fi diefer Ichte Sak fo -beweifen. Es fei 
AB=a, AM=b, fo it MC=1%,a—b und MB=a—b, 


folglich, Reset FHMA = —=b(a—b)=ab—b5?, Quadrat 


HJDN = r _ b)- =7 —ab+ b2, | Quadrat EDCA = O%) 


a? a? 

=7 und;es ift nun wirklich ab —b? + ab +b? — 

CLXXXIII. Zum 28 Sage. Wenn das gegebene Pas 
rallelogramm D ein Quadrat ift, fo wird Diefe Aufgabe fols 
gende: Eine gegebene gerade Linie fo zu theilen, daß das durch 
dieſe Segmente gebildete Rechte einer gegebenen Figur gleich 
fei, welche jedoch nicht größer, ald dad Duadrat aus der 
halben Linie feyn darf. 


CLXXXIV. Zum 29. Sage a) Wenn das gegebene . 


Parallelogramm D ein Quadrat if, fo kann diefe, Aufgabe 
folgendergeftalt audgedräcdt werden: An eine gegebene gerade 
Linie AB ein der gegebenen Figur C gleiches Rechteck fo zu 
befchreiben, daß diefes das gegebene Quadrat ale Theil enthält. 

Dder fo: Die gegebene, gerade Linie AB fo nah O zu 
yerlängern,. daß das aus AB und diefer Verlängerung .gebils 
dete Rechteck einer gegebenen Figur gleich iſt. 

Oder fo: Wenn die Linie AB als der Untexrfchieb zweier 
Rechtecksſeiten und die Größe diefes Rechtecks ‚gegeben ift, die 
Größe diefer Seiten felbft zu finden. 

 b) Diefe beiden Aufgaben (des 28. u. 29. Satzes) dienen 
vorzuͤglich ale Huͤlfsſaͤtze ſowohl im X. Buche des Euclides; 
als auch in’ den Buͤchern des Apollonius von den Kegel 
fchnitten. Daher sadelte Robert Simfon zwei frühere Her 
ausgeber der Euclidifchen Elemente (Tacquet und Dedas 
les), weil fie diefe zwei Säge, als wären fie faſt von feinem 
Gebrauche, in ihren Ausgaben hinmweggelaffen hatten. 

. CLXXXV. Zum 30. Sage Eine algebraifche Aufr 
loͤſung diefer Aufgabe iſt bereits oben (LXXXVU, b) mit 
getheilt worden. 
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CLXXXVL Zum 31.Sage. Der einfachlte Kal dieſes 
Satzes ift der, wenn über jeder Seite des rechtwinfeligen 
Dreiedd ABC ein gleichfeitiges Dreieck befchrieben wird, 
Daß in diefem Falle das über BC confiruirte fo groß fei, als 
bie beiden über AC und AB errichteten zufammengenommen, iſt 
früher (LXXII, g), obne die Lehre von der Aehnlichkeit zu 
Huͤlfe zu nehmen, bewiefen worden, 

CLXXXVU. Zum 32. Sage Die Hypotheſis diefes 
Lehrſatzes ift zu unbeftimmt ausgedrüdt und muß etwa fo laus 
ten: Wenn (Fig. 363) ein Winkel BAG gegeben ift und man 
zieht aus C die CD mit BA, dann aus einem willführlichen 
Puncte D die DE mit AC gleichlaufend und es it BA: AC= 
CD: DE, fo liegen die drei Puncte B, C und E in einer 
geraden Linie. 

Wir theilen folgenden indirecten Beweis mit. Wenn man 
die Verbindungslinie AD zieht, ſo iſt, weil Ba mit CD gleich⸗ 
laufend it, Xo+ xx + Xz=N2R und weil AC mit DE 
parallel läuft, auch Is+&Xxz+Xxu=2R, folglich zo 
+xxırz=xıxı+xz + xudbdh. zo=xu 
Sollte nun die über C verlängerte BC nicht nach E gehen, fo 
fei etwa BCF eine gerade Linie. Hier wäre DFCSX 
ACB, folglidı auch DFCC AACB und daher denn BA;AC 
=—=CD:DF; allein es it BA:AC=CD:DE. Folglich fann 
CF feine Berlängerung von BC feyn. Ebenfowenig kann CG 
diefe Verlängerung’ ſeyn. 

CLXXXVII. Zum 33. Satze. a) Es feien Fig. 364) 
in dem Kreife mit CA zwei willführliche Mittelpunctswinkel 
ACB und BCD. gegeben, fo ift entweder ber Fleinere.3< BCD 
genau in dem größern 3 ACB enthalten, ober nicht. Im 
erften Falle muß , da gleiche Mittelpunctswinfel auch auf 
gleichen Bogen ſtehen (Il. B. 26. ©.), auch der Bogen DB 
eben fo oft in dem Bogen BA enthalten feyn und es ift 3< DCB 
3 BCA = Bog. DB :Bog. BA, 

Im zweiten Falle halbire man den 3 DCB, und wenn 

feine Hälfte fein genaues Maß von I BCA wäre, fo nehme 

man 1/, 3 DCB, 1, 3 DCB, YsILDCB m f. f., fo ift eine 
23 


J 


554 


mal ein folder Theil von XDCB ein genaues Maß von x 
BCA oder nicht. Iſt Leptered, fo muß der Fehler, welcher 
bei dem Ausmeſſen diefes Winfeld bleibt, Kleiner als das 
Map ſeyn. Allein dieſes Maß wird kleiner als jeder anzus 
gebender Winkel; folglich auch jener Fehler und beide Winkel 
DCB und BCA müffen ein gemeinfames Maß haben , welches 
fie fo genau ausmißt, daß der Fehler Feiner if, als jeder 
anzugebender Winkel. Iſt Erftered, fo iſt's für ſich klar. 

b) Da XAEB=1/),x ACB und X BED= 1, X BCD, 
fo muß auch BED: x AEB.— Bog. DB: Bog. BA feyn. — 
Da ferner der Fleine Mittelpunctöwinfel, welcher ald Maß der 
Winfel DCB und BCA anzufehen it, fowohl die Ebene bed 
Heinern als auch des größern Winfeld genau erfüllt, wodurch 
"Die Ausfchnitte DCB und BCA entſtehen, fo ift auch Ausſchnitt 
DCB : Ausfchnitt BCA = Bog. DB: Bog. BA= 3 DCB:BCA, 

c). Hierauf beruht die Methode, die Winkel durh Grade 
zu meffen. Denkt man fi den Duadraten (Fig. 365) BCA 
in 90 gleiche Theile getheilt (wovon man die Möglichkeit 
erfennt) und nimmt an, AF fei 1/,, diefes Linienquadranten, 
fo heißt AF ein Gradbogen. Zieht man FC, fo ift CFCA 
—YoXBCA=ZNYGR und es heißt FCA ein Gradwinfel, 
Daher ift (wenn der Grab durch eine Fleine zur Rechten 
ftehende Nulle bezeichnet wird) Rı= 90°; 2R==180%, 3R= 
270° und AR=360°%, Einen gegebenen Winkel, z. B. ACG 
meffen, heißt beftimmen, wieviele Gradwinkel feine Ebene 
ausfüllen. 

d) Hierans ergeben fich noch folgende Säße : 


1) Die Summe zweier Nebenwinfel it = 180%. Wäre 


3. B. der eine = 170°, fo müßte. der andere = 180° — 70° = 
110° ſeyn. Auch ift die Summe mehrerer Nebenwinfel = 
180°, 

9) Wenn man bie Groͤße eined von zwei Scheitelwinfeln 
kennt, fo ift die Größe jedes andern befannt. Es fei einer 
= 40°, fo ift fein Nebenwinfel = 180° — 40° = 140°, 

3) Ale ringe um einen gemeinfchaftlichen Scheitelpunet 
liegenden Winkel find zufammen = 300°. Auch betragen die 
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drei Wintel jebes Dreiecks zuſammengenommen 1800, denn fie 
ſind = 2R. 

4) Sn jedem rechtwinkeligen Dreiecke iſt die Summe der 
zwei fpigen Winkel = 90°. Wäre 5. 3. ber eine =65°, fo 
müßte der andere = 90° — 65° = 25° feyn, Im gleichfchentes 
ligen rechtwinfeligen Dreiede ift jeder der wei ſpiten Winkel 
2—RAsSo. 

5) In jedem gleichfeitigen Dreiede ift jeder der drei Winkel 
= 60°, da ↄBR600 1800 R iſt. 

6) Aus dem Winkel an der Spitze eines gleichſchenkeligen 
Dreiecks kann man jeden an der Grundlinie berechnen. Es ſei 


jener S 740, fo iſt 180° — 74° = 106° die Summe der Winkel 
"an der Grundlinie. Da nun beide einander gleich find, fo ift 


jeder. = - = 53%, Umgefehrt kann der Winkel an der Spige 


berechnet werden, wenn man einen an der Grunblinie in Gras - 
den fennt. Es fei diefer = 40°, fo ift 180°--2>< 409 = 180° 
— 80° = 100° jener an der Spitze. 

e) Man fieht hieraus, daß die Größe eines Brabbegent 
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des groͤßern Kreiſes groͤßer als eben dieſer Theil des kleinern 
Kreiſes ſeyn muß. Indeſſen hat jeder Grad zur ganzen Peri⸗ 
pherie, ſei ſie noch ſo groß oder noch ſo klein, immer das 
naͤmliche Verhaͤltniß. Daher ſagt man, ber Winkel FCC 
(Fig. 366) werde ſowohl durch den Bogen AB, als auch durch 
den Bogen DE gemeſſen, ba ſich hier der Bogen AB fo zur 
Deripherie des Kreifes mit CA verhält, wie der Bogen DE 
zur Peripherie des Kreifes mit CD. 

H Noch fügen wir hier zwei Fälle über bas Maß jener 
Winkel bei, deren Scheitel ſich entweder auſſerhalb oder 
innerhalb der Kreisebene befindet. Iſt (Fig. 367) jener 
Winkel BAE, fo ziehe man durch C die CD mit AB gleiche 
laufend, fo ift nun LS DCE=3X-BAE; allein 1/, Bog. DE ift 
das Maß von XDCE; folglich audı jenes von x BAE. Es ift 
aber 1/, Bog. DE= Bog. BE—-1/,Bog. BD=1/, Bog. BE 

23 € 


feine beftimmte und unveränderliche ift, ba der — 


— 1/, Bog. MC. Daß Bog. BD = Bog. MC erfennt man 
ſogleich daraus, daß, nach einer gezognen Duerlinie MD num 
xBMD=3XMDC if. 

Bei dein X GFH verlätgere man GF nach K, HFnad L 
und ziehe durch L die LJ mit KG parallel, Hier ii X JILH 
=3-GFH, folglic; 1/, Bog. JH dad Maß von x GFH.. Es 
it aber '/, Bog. JH = 1% Bag. JG + 1/, Dog. GH = 1, 
Bog. LK + 1/, Bog. GH, . 
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-Anmerfungen 
zum 


eilften Bude des Euclide®, 


J N 





CLXXXIX, Zur 1. Erflärung Wenn Euclibes 
hier fagt: Ein Körper ift, was Länge, Breite und Tiefe hat, 
fo muß noch beigefügt werden: und ringe umher in Grenzen 
eingefchloffen iftz denn ohne dieſes wäre ber geometrifche Koͤr⸗ 
per von dem unendlichen Körperraume nicht verſchieden. 

CLXXXX. Zur 2. Erflärung. Ueber diefe und bie 
vorhergehende Erklärung fehe man dasjenige, was .bereite 
oben (1, a—d) bemerkt worden ift. 

CLXXXXI Zur 3. Ertlärung. Diefe Erklärung if 
eine bloße Worterflärung und erft durch die wiflenfchafts 
lichen Säte der Körperlchre oder Stereometrie zu begründen. 
Eine’ gerade Linie ſteht ſchief auf einer Ebene, wenn fie nicht 
mit allen in diefer Ebene durch ihren Fußpunct gezogenen geras 
den Linien rechte Winkel bildet, 

CLXXXXU. Zur 4 Erflärung Diefe Erflärung 
feßt voraus, daß der Durchichnitt zweier Ebenen eine gerade 
Linie if. Aufferdem ift fie ebenfalls nur eine Worterklärung. 
Man kann auch fo fagen: Eine Ebene ſteht ſenkrecht auf einer 
andern, wenn die beiden Linien, welche aus einem willführs 
lichen Puncte ihres Durchfchnitts in deber Ebene auf biefen 
Durchſchnitt fentrecht gezogen werden, einen zeiten Winkel 
bilden. . 
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CLXXXXII. Zur 5. Erflärung Wenn eine gerade 
Linie anf einer Ebene fchief fieht, fo nehme man in ihr einen 
beliebigen Punct, denke fich aus ihm auf diefe Ebene ein Loth 
und von dem Puncte, wo es in ihr eintrifft, eine gerade 
Linie zum Fußpuncte ber ſchiefen Linie, fo ift ber hierdurch ente 
fiehende fpige Winkel der Reigungswinkel der fchiefen Linie 
gegen die Ebene, worauf fie ſteht. Diefe Erklärung ſetzt bie 
Eonftruction des Lothes voraus und ift demnach hier ebenfalls 
nur eine Worterflärung. 

CLXXXXIV. Zur 6. Erflärung Sobald man den 
Durchſchnitt zweier Ebenen als eine gerade Linie erfennt, fo 
ift dieſe Erklärung hier fchon ale Sach erklaͤrung zu betradye 
ten, ba ed nur darauf ankoͤmmt, zwei Lothe in einer Ebene 
ju errichten. 


Wenn man den Begriff des Neigungswinfeld zum Grunde 


legt, fo laſſen ſich dieſe Erflärungen auch fo geben: 

Eine gerade Linie fieht auf einer Ebene oder eine Ebene 
auf einer Ebene Iothrecht oder fchief, wenn ber Neigunges 
winfel jener Linie mit der Ebene oder der beiben Ebenen ein 
'sechter oder ein fchiefer ift. 

CLXXXXV. Zur 7. Erflärung Daß in diefer Er⸗ 
klaͤrung die Neigungen zweier Ebenen gegen einander aͤhnlich 
genennt werden, welche eigentlich vollkommen gleich find, 
kann nicht gebilligt werden, da das Wort aͤhnlich hierbei nicht 
in dem hergebrachten Sinne genommen iſt. 

CLXXXXVI. Zur s. Erklaͤruug. Dieſer Erklaͤrung 
muß beigefügt, werden, daß Parallels Ebenen jene find, welche 
nicht zufammentreffen, wenn fie gleich beide nach allen Seiten 
hin verlängert werden, Sie iſt übrigens ebenfalls nur eine 
Worterklaͤrung, wie es früher jene ber Parakellinten 
gewefen ift. 

CLXXXXVII. Zur 9. Erflärung. Diefe Erflärung 
der ähnlichen Körper ift nicht befriedigend, indem ed Körper 
gibt, welche durch gleichviele, Ahnliche Seitenflächen begrenzt 
‚werben, ohne einander ähnlich zu feyn; 3.8, ſymmetriſche 
Körper von ungleicher Größe des Inhaltes, welche weiter 
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anten näher betrachtet werden. Körper heiffen ähnlich, wenm 
fie gleichviele fich deckende Körpermwintel, ähnliche homologe 
Seitenflähen, proportionale homologe Seitänfanten haben. 
und je zwei fich ſchneidende homologe Seitenflächen denfels 
bigen Neigungswinkel miteinander bilden. Solche Körper find 
Daher in Allem übereinftimmend und nur in der Größe vers 
ſchieden. Diefe Erklärung ift allerdings nur eine Worterflärs 
ung, welche erſt durd die folgenden Säge begründet werden: 
Tann, Als Erläuterung diefes Begriffs kann man fidy zwei 
Würfel von verfchiedener Groͤße denfen, oder zwei Kugeln von 
werfchiedenen Durchmeffer, welche als ähnliche Körper erfcheis 
. nen. — Unter Seitentanten ber Körper verfteht man jene 
gerade Linien, in welchen fich je zwei ebene Geitenflächen eins 
‚ander burchfchneiden. Was der Körperwinfel ift, wird 
nun fogleich näher erflärt werben. 

“ CLXXXXVII Zur 10. Erflärung a) Körper heiffen 
fchlechthin gleich, wenn fie denfelbigen Körperraum einfchlies 
Ben und verfchiedene Geftalten haben. So kann 3. B. eine 
dreiedige Pyramide mit einer vieredigen, ein Würfel mit einer 
Kugel u. f. f. den nämlichen Eörperlichen Raum einfchließen, 
wo denn biefe Körper einander gleich find. Die Bedingungen, 
unter welchen die Körper gleiche Inhalte haben, müffen in den 
folgenden Sägen erft entwidelt werden. Daher ift dieſe Er⸗ 
Härung ebenfalld eine bloße Erflärung des Wortes zu nennen. 

b) Wenn die Aehnlichkeit fich mit der Gleichheit vereinigt, 
fo entfteht die Congruenz der Körper, welche fomit aus ber 
Uebereinflimmung in Größe und in Geftalt hervorgeht. Die Er⸗ 
klaͤrung des Euclides, nach welcher gleiche und ähnliche 
Körper folde find, welche von gleich vielen ähnlichen und 
gleichen Ebenen begrenzt werden, iſt nicht beſtimmt genug, da 
die weiter unten vorfommenden ſymmetriſchen Körper diefe 
Merkmale haben, ohne vollkommen einerlet zu feyn. 

c) Eongruente Körper können fo in einander geftellt wers 
deg, daß fie nur einen einzigen bilden und man kann nun von 
ihnen fagen, daß fie ſich deden. "Zur Erläuterung denke man 
3. B. zwei Kugeln von gleichem Durchmefler, welche, wenn. fie 


mit ihren Deittelpuncten in einander fallen, nun auch mit ihren 
Anffern Grenzen in einander liegen und nur eine einzige Kugel 
- bilden. 

q)y Die Begriffe yon der Gleichheit, Aehnlichkeit und 
Eongruenz, welde in den frühern Büchern der Elemente im 
Bezug auf ebene Figuren betrachtet worden find, müffen num 
eben fo, durch, die folgenden Säge, . auf Körper angewendet 
werden. 
CLXXXXIX. Zur 11. Erflärung. a) Die Natur des 
förperlichen Winkels erkennt man am deutlichften aus feiner 
Entftehbung. Man nehme oberhalb der Ebene eines willführs 
lihen Dreieds ‚einen Punct und ziehe von ihm nach jedem 
ES cheitelpuncte dieſes Dreiecks eine gerade Linie, fo entfleht au 
dem Puncte aufferhalb des Dreiede ein Körperwinfel und 


war hier ein Dreifantiger, Seine drei Seitenfanten find 


die drei. geraden Linien, welche von dem bemerften Puncte, feis 
nem Scheitelpuncte, ausgehen und feine Seitenfläcen 
jene drei ebene Winfel, welche von je zweien dieſer Seitens 
fanten gebildet werden.. Dan fieht hieraus, daß diefer Körpers 
winfel einen Eörgerlichen Raum, jedoch nur nach einer 
Seite hin, begrenzt; fo wie auch, daß die Größe deſſelben 
nicht verändert wird, wenn man gleich feine Seitenfanten 
größer oder Heiner macht. Betrachtet man den Körperwinfel 
von Auffen, fo wird er auch eine Ede genannt. 

b) Nimmt man oberhalb der Ebene eines willführlichen 
Vierecks einen beliebigen Punct, aus welchem nach jedem Schei⸗ 
telpuncte des Vierecks eine gerade Linie gezogen wird, fo ents 
fteht an jenem Puncte ein vierfantiger Körpermwinfel, an 
welchem der Scheitel, die vier Kanten und die vier Seiten 
flächen leicht zu erfennen find. 

c) Wird auf ähnliche Art aufferhalb der Ebene eines 


sehe, 6 Ecks, 7Ecks .... n Ecks ein Punct genommen und 
wie vorhin verfahren, fo ſieht man, wie hierdurch ein 5, 6, 


Te... nlantiger Koͤrperwinkel entfteht. 
| CC. Zur 12. Erflärung. a) Auch. biefe Erflärung der 
Pyramide ift nicht hinreichend deutlich, — Nimmt man ober, 
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halb eines gegebenen Dreiecks einen Punet, von welchem nach 
jedem Scheitel deſſelben eine gerade Linie gezogen wird, fo 
entfteht ein Koͤrper, welcher von vier Dreieden eingefchloffen 
{ft und eine dDreiedige oder dreifeitige Pyramide heißt. 
Man erkennt an ihr vier Koͤrperwinkel, ſechs Seitenfanten, 
vier Seitenflächen , deren jede ein Dreied ift, und den koͤrper⸗ 
lichen Raum, welchen ſie einfchließet. 

b) Denft man ſich aufferhalb der Ebene eines Vierecks 
einen Punct, von welchem zu jedem Scheitel dieſes Vierecks 
eine gerade Linie gezogen iſt, ſo entſteht hierdurch die vier⸗ 
ſeitige oder viereckige Ppramide, woran fuͤnf Koͤrper⸗ 


winkel, acht Seitenkanten, die viereckige Grundflaͤche und 
die vier dreieckigen Seitenflaͤchen zu erkennen ſind. 


e) Auf aͤhnliche Art laͤßt ſich die Entſtehung der fuͤnf, 
ſechs⸗- und mehrſeitigen Pyramiden nachweiſen. Die 
Pyramide uͤberhaupt iſt daher ein Koͤrper, welcher von 
einer geradlinigen Figur als Grundfläche und von ſoviel Drei⸗ 


ecken als Seitenflaͤchen begrenzt iſt, als wievielſeitig dieſe 


Grundflaͤche iſt. 
CCI. Zur 13. Erklaͤrung. a) Die Entſtehung der 

verſchiedenen Arten prismatiſcher Koͤrper gehoͤrt in die wiſſen⸗ 

ſchaftliche Entwickelung; daher iſt dieſe Erklaͤrung des Eucli⸗ 


des eine bloße Worterklaͤrung. 


b) Je nachdem die Grundflaͤche des prismatiſchen Koͤrpers 
ein Dreieck, Biere, Fuͤnfeck u. ſ. f. iſt, wird das Prisma ein 
dreickeiges, viereckiges, fuͤnfeckiges u. ſ. w. genannt. 


- Stehen feine Seitenkanten lothrecht auf der Grundfläche, fo 


heißt es ein ſenkrechtes, fonft ein fchiefes Prisma. Das 
dreifeitige Prisma hat ſechs Körperwinfel, drei Geitenfanten, 
drei Eeitenflächen, welche Parallelogramme find; an dem 
vierfeitigen Prisma erfennt man acht Körperwinfel, vier Seis 
tenfanten, vier Seitenflächen, und auf ähnliche Art kann dieſes 
für die mehrfeitigen Prismen nachgewieſen werben. 

) Ein vierediges Prisma, welches in ſechs Parallelos 
gramme eingefchloffen ift, wovon zwei gegenüberfiehende cins 
ander parallel und congruent find, wird im Beſondern ein 
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Parallelopipedum genannt, welches ebenfalls ein ſenk⸗ 
rechtes oder ein ſchiefes ſeyn kann. Man ſieht aber ſogleich, 
daß dieſe Erklaͤrungen ebenfalls nur Worterklaͤrungen ſind. 
CCII. Zur 14. Erklaͤrung. a) Die krumme Flaͤche, 
welche bei dieſer Umdrehung von dem halben Umfange des ſich 
drehendel Kreiſes beſchrieben wird, heißt Die Kugelflaͤche, 
and der von ihr eingeſchloſſene Koͤrperraum iſt die koͤrper⸗ 
liche Kugel oder der Kugelkoͤrper. 

b) Diefe Erklaͤrung ift eine Sacherfiärung ‚ weil fie.die 
Entſtehung der Kugel nachweifet. 

c) Denft man fich irgend einen Zreisabſchnitt, welcher 
um die feſte Sehne einmal ganz und gar herumbewegt wird, 
ſo entſteht hierdurch ein rundlicher Koͤrper, welcher, gleich der 
Kugel, von einer krummen Dberflaͤche eingeſchloſſen iſt. 

CCIII. Zur 15. Erklaͤrung. Are überhaupt heißt 
jene unbeweglich bleibende Tinte, um welche irgend eine gerad⸗ 
Iinige oder frummlinige Figur einmal ganz und gar. herum⸗ 
‚gedreht wird; wie 3. B. vorhin (ECH, c.) die Schne dee 
Abſchnitts. 

CCIV. Sur 16. Erklaͤrung. a) Dieſer Mittelpunct 
muß von jedem Punete in ber Oberfläche der Kugel gleiche 
Entfernung haben, weil er von jedem Puncte der Peripherie 
bes erzeugenden Halbkreiſes gleichweit abfteht. 

P) Jede ſolche vom Mittelpuncte zur Oberfläche der Kugel 
gehende. Linie wird Halbmeffer oder Radius der Kugel 
‚genennt, und es ift Far, daß in derfelbigen Kugel alle Halbs 
meſſer einander gleich find, 

CCV. Zur 17. Erflärung. a) Hieraus folgt nun auch, 
daß in einer Kugel alle Durchmeſſer einander gleich ſind, weil 
„jeder Durchmeſſer aus zwei gleichen Halbmeſſern beſteht. 

b) Denft man fich zwei concentrifche Kreife um ihre, in 
eine gerade Linie fallende Durchneffer gedreht, fo entfliehen 
hierdurch concentrifche Kugeln. 

CCVI. Zur 18. Erflärung. a) Diefer Kegel, welcher 
aus Umdrehung eines rechtwinfeligen Dreiecks um eine feiner 
‚Eatheten entfieht, heißt ber ſenkrechte oder lothrechte, 
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weil diefe unbewegliche Cathete, welche die Are bed Kegels 
genennt wird, auf der Streidebene, welche die andere Cathete 
befchreibt, und des Kegeld Grundfläche bildet, fenkrecht 
ſteht. Die Hypotenufe deö den Kegel -erzeugenden Dreiedd _ 
heißt die Seite des Kegeld, und es ift hieraus klar, baß ber 


- fenfrechte Kegel auch ein gleichfeitiger if. 


[4 


b) Wenn man fidh durch die Spige bes fenfrechten Kegel 
and burch zwei willführliche Endpuncte des Durchmeffers feiner 
Grundfläche eine Ebene denkt, was: gefchehen kann, da jebe 
drei, nicht in gerader Linie liegende Puncte in einer Dreiecks⸗ 
ebene liegen, fo heißt dieſes Dreieck das Arenbreied und 
it immer dem beppelten, den Kegel erzeugenden Dreiede - 
gleih, Wenn nun ber an ber Spite des Kegels befindliche . 
Winkel diefes Dreiecks ein rechter, ftumpfer oder fpiter ift, 
fo haben die Alten (aus Gründen, welche in die Lehre von 
ben Kegelfchnitten 'gehören? den Kegel einen rechtwinkeli⸗ 
gen, ſtumpf⸗ oder fpiswinfeligen genennt. 

ce) Allein es gibt auch einen fhiefen Kegel, deffen Ente 
ftehnung folgende if. Man denfe aus dem Mittelpuncte eines 
gegebenen Kreiſes eine willkuͤhrliche gerade Linie fchief auf 
feiner Ebene aufgeftellt, nehme in ihr einen beliebigen Punct, 
ziehe durch ihn nach dem Umfange eine willführliche gerade _ 
Linie und führe diefelbe, mit ihrem oberen Endpuncte feft und 
die Peripherie ſtets berührend, einmal ringe: um fie her, fo 
befchreibt biefelbe die frumme Seitenflädye eines ſchiefen Kegels, 
deſſen Grundflaͤche der gegebene Kreis iſt. Daß dieſer ſchiefe 
Kegel ein uͤngleichſeitiger ifl, erkennt man ebenfalls leicht hieraus. 

d) Ein Kegel überhaupt ift alfo ein Körper, welcher 
von einem Kreife als Grundfläche und von einer frummen, in 
ſich felbft zuruͤcklaufenden, in einen Punct ſich endigenden 
krummen Seitenfläche eingefchloffen wird. 

CCVIL Zur 19. Erflärung Da Euclides nır den 
fenfrechten Kegel erklärt bat, fo ift auch dieſe Erflärung der 
Are nicht allgemein genug, da fie fi nur auf diefen Kegel 
bezieht. Die Are des Kegel Überhaupt. ift eine gerade Linie 


‚von feiner Spige bi zum Mittelpuncte feiner Grundfläche. 
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Steht ſie auf letzterer lothrecht oder ſchiel, ſo wird der Kegel 
felbft ein Iothrechter oder ein ſchiefer genennt. 

CCVII. Zur 20. Erfiärung. Auch dieſe Erklaͤrung 
bezieht ſich nur auf den ſenkrechten Kegel, und nicht auf den 
Kegel Überhaupt. Im Allgemeinen ift die Grundfläche des 
Kegels jener Kreis, welcher mit feiner krummen Seitenfläche 
den ganzen Körper begrenzet. 


CCIX. Zur 21. Erflärung. a) Enclides erflärt hier 


nur den fentrechten oder Iothrechten Sylinder, denn 
nur diefer entfteht durch Umdrehung eined Rechtecks um eine 
feiner Seiten ale unbeweglicye Arenlinte. Die, diefer unbewegs 
lichen Seite gegenäberliegende befchreibt eine einfach gekruͤmmte, 
in fich ſelbſt zuruͤcklaufende Fläche, welche die Seitenfl aͤch e 
des Cylinders genennt wird. 

b) Auſſer dem ſenkrechten Cylinder gibt ed auch einen 
fchiefen, deſſen Entftehung auf folgende Weiſe anfchaulich wird, 
Dean dente aus dem Mittelpuncte eines gegebenen Kreifes eine 
fchiefftehende Linie auf feiner Ebene aufgeftellt und nehme an, 
es bewege fich diefer Kreis, in ſtets parallel bleibender Rich⸗ 
tung, mit ſeinem Mittelpuncte in dieſer Linie aufwaͤrts, ſo 
beſchreibt die Peripherie dieſes Kreiſes eine krumme Flaͤche, 
welche mit den beiden Kreisflaͤchen den ſchiefen Cylinder 
bildet. Man ſieht ſogleich, daß derſelbe nicht durch Umdre⸗ 
hung irgend einer Figur um eine feſtſtehende Axenlinie ent⸗ 
ſtehen kann. 
| CCX. Zur 22. Erklärung. a) Diefe Erflärung ift 

nicht allgemein genug, da fie fich nur auf den fenfrechten 
Eylinder und nicht auf den Eylinder überhaupt bezieht: 

b) Unter der Are eines Eylinders verfteht man überhaupt 
jene gerade Linie, welche den Mittelpunct feiner Grundfläche 
mit jenem feiner Öberfläche verbindet. Steht fie auf ber 
Grundfläche lothrecht, fo iſt der Eylinder ein fenfrechter; ſteht 
fie ſchief, fo heißt er ein fchiefer Cylinder. 

CCXI. Zur 23. Erflärung. Diefe Erklärung der 
Grundflädhen bed Cylinders bezieht fich Iediglich anf den 
fentrechten Cplinder, Im Allgemeinen find die Grundflächen 
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des Cylinbers jene zwei Kreife, welche einander parallel und 
gleich find, und mit der frummen Seitenfläche die Grenzen des 
‚Körpers bilden. 

CCXU. Zur 24. Erflärung. Nach diefer Erflärung 
ift es nicht ſchwer, in Bezug auf bie biöher entwickelte Ent» 
flehung der Kegel und Cylinder, folche Körper zu conftruicen, 

weiche einander Ahnlich find. 

CCXIII. Zur 25. Erflärung. a) Diefe Erklärung des 
Wuͤrfels ift bloße Worterflärung , weil Die Entftehung dieſes 
Körpers hierdurch noch nicht nachgewiefen ift. 0 

b) Der Würfel zeigt der Anfchauung acht congruente Koͤr⸗ 
perwinfel, deren jeder von drei ebenen Winkeln gebilbet wird 
und zwölf unter ſich gleiche Seitenfanten. 

c) Auch ift derfelbe als eine befondere Battung bed Paral⸗ 
lelopipedums zu betrachten. 

d) Man bemerfe. noch hier, daß jene eckige pris matiſche 
Koͤrper, deren Seitenkanten auf den Grundflaͤchen lothrecht 
ſtehen, ſenkrechte; alle uͤbrigen aber, bei welchen dieſes 
der Fall nicht iſt, ſchiefe Prismen genennt werden. | 

CCXIV. Zur 26. Erflärung. Zur anfchaulichen Ent 
ſtehung dieſes Körpers dient folgende Erörterung. Man halbire- 
die drei Seiten eined gegebenen gleichfeitigen Dreiecks und 
ziehe Durch je zwei diefer Theilpuncte drei gerade Verbindungs⸗ 
Iinien, fo entſtehen vier congruente gleichfeitige Dreiedle, wovon 
drei um das mittlere herumliegen. Denft man-fichnun jebes 
dieſer drei aͤuſſern Dreiede um die Geite des mittlern folange 
nach Dben gedreht, bis ihre drei Spigen fi in einem Puncte 
vereinigen, fo entſteht hierdurch das Tetraeder. Man 
erfennt fogleich an. diefem Körper vier congruente Körpers 
winfel, ſechs gleiche Seitenkanten und gleiche Neigungen ders 
felben gegen die Ebenen, worauf fie fiehen. Diefer Störper 
heißt regelmäßig, weiler von congruenten Seitenflächen fo 
eingefchloffen ift, daß ſich alle Körperwintel und Seitenfansen 
einander deden. 

CCXV. Zur 27. Erfiärung. Wenn man über jede 
Eeite eined gegebenen Quadrates ein gleichfeitiges Dreieck! nad 
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Auffen Hefchreibt und nun annimmt, es brehe fich jedes der⸗ 
felben um die am Quadrate liegende Seite, bis ihre Spigen 
fih in einem Puncte vereinigen, fo entfieht hierdurch eine fents 
rechte vierfeitige Pyramide. Denkt man fich diefelbe num noch 
einmal und mit ihren quadratifchen Grundflächen fo zufammen» 
gefügt, daß dieſe fich deden, fo entfieht das Detasder, ald 
ein ebenfalld regelmäßiger Körper, woran man feche gleiche 
Körperwinfel, acht congruente gleichfeitige Dreiede und zwölf 
gleiche Seitenfanten erkennt. 

CCXVI. Zur 28. Erflärung. Das Dodecasder wirb 
am Faßlichſten durch Anfchauung eines Modelled erkannt, au 
“welchem man zwoͤlf comgruente regelmäßige Fuͤnfecke, zwanzig 
gleiche Körperwinfel und dreifig gleiche Kanten erblict. j 

Seine wiſſenſchaftliche Entſtehung ſetzt die Lehren der 
Stereometrie voraus. 

CCXVII. Zur 29. Erflärung. Auch das Icoſaëder 
wird am Bequemften durch Anfchauung eines Modelles deutlich. 
Es zeigt hier zwanzig congruente gleichfeitige Dreiede, zwölf 
gleiche Körperwinfel und dreifig gleiche Seitenfanten, Seine 
Entftehung gehört ebenfalls der Wiffenfchaft an, 

CCXVII. Zum 1. Sage. Die Richtigkeit dieſes Satzes 
folgt daraus, daß eine Ebene jene Flaͤche ift, welche man ſich 
nach allen Seiten, der Länge und Breite nach, als eine gerade 
denft, wie bereitd Oben (IV ) bemerft worden ift. 

CCXIX. Zum 2. Sage. Auch diefer Sat ift hoͤchſt eins 
fach und laͤßt fich, gleich HNem vorigen, als Grundfag aufſtellen. 

CCXX. Zum3. Sage. Da jede Ebene durchaus gerade 
ik, fo muß auch der Durchſchnitt zweier Ebenen eine gerabe 
Linie ſeyn. Wäre er krumm, .fo müßte es auch eine der 
Ebenen feldft feyn. 

CCXXI. Zum 4. Satze. a) Die Hypothefis biefed Satzes 
iſt eigentlich die Unnahme, daß IXFEB= FEDER fei. 

Denn wenn diefes ift, fo muß auch XFEA=XFEC—=R 
feyn, weil jeder diefer Winfel ein Nebenwinfel des vorigen ift. 

b) Aber nun fann man fragen: Wie wird denn dieſe 
Hypotheſis confiruirt, d. h. wie fanın man eine gerade EF 
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aus bem Scheitel E eines gegebenen Winkels DEB fo 
errichten, daß XFEB=XFED—=R if? 

ce) Wenn biefer Winkel DEB nicht eine beftimmte Größe 
haben fo, fo lege man durch FE eine willtührliche Ebene 
FED und errichte in ihr aus E auf FE ein Loth ED. Dann 
lege man durch FE cine Ebene FEH nad) .anderer Richtung 
und errichte in ihr auf FE aus E das Loth EH, fo fieht FE 
auf jedem Schenfel eined Winfeld DEH fenfrecht und der Sa 
beweifet, daß FE nun auch auf der, rings umher verlängerten 
Winkelebene DEH lothrecht ſtehe. 

d) Hier bemerke man noch folgenden Beweis dieſes Satzes. 
Wenn XFEAXFED R iſt, fo ziehe man AD und durch 
E bie willkuͤhrliche EG, wo denn auch FEG-K feyn ſoll. 

Man denfe, ed fei FE unterhalb der Ebene AED ver 
Yängert bi8 EF'=EF ift, und es feien num die geraden FA, 
F’'G und F'D} gezogen. Hier it nun AFEAZSSAFEA, 
folglich FA=F/A. Auf gleihe Art it uh AFESA 
F'ED und FD=FD. Daber muß au AFADEGAF'AD 
und fomit x FDG=3% F'DG ſeyn. Hieraus folgt nun auch ; 
daß AFDGESAFIDG und folglich FG==F'G if. Es haben 
Daher die Dreiecke FEG und FIEG bie drei Seiten, einzeln 
genommen, gemein und ed it A FEG SS AF'EG; folglich 
XFEG=XFEG=R, 

e) Diefen Beweis theilt Prof. Speler in feiner neuen, . 
den Anfängern nüglichen,, mit Anmerkungen. verfehenen Leber, 
fegung ber Elementar » Geometrie von Lacro ix ©. 150 mit, 
welcher ihn von Cauchy, einem jungen ausgezeichneten Geos 
meter, erhalten hatte, Er ift allerdings finnreich; fegt aber 
voraus, daß die willführliche Linie EG zwiſchen die Schenfel 
bes Winfeld AED fällt. SFiele fie aufferhalb diefes Wins 
felö, wie 3.3. EH, fo müßte fie rüdtwärts über E verlängert 
werden, wo denn für EG der vorige Beweis ftatt findet. Iſt 
aber sun X EEG—R, fo muß auh X FEH=R feyn. 
Sollte bie über E verlängerte HE nad) A oder D geben, fo 
wäre ohnedied, da XFELA XFED=R, nun auch X FEB 
— XFEC=R. 
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Ziele endlidy die willfährliche Linie EG in die Winfel- 
ebene AEC ober DEB, fo hat wieder derfelbige Beweis Statt. 

CCXXU. Zum 5. Sage. a) Die Hypotheſis diefes 
Satzes, welcher der umgefehrte des Borigen iſt, faun, wie 
zuvor, leicht conftrnirt werben. 

b) Bon diefem Sage theilen wir folgenden neuen indirec⸗ 
ten Beweis mit. Wenn ans dem Endpuncte einer geraden 
Linie a zwei Lothe b und c auf fie errichtet find, welche irgend 
einen Winfel miteinander bilden, und ein dritted, aus dem⸗ 
felbigen Puncte von a auf fie errichteted Loth nicht in die 
Ebene der Linien b und c ftele, fo verlängere man die Rinie 
a jenfeitd dieſer Ebene willführlid. Da nun auf einer Seite 
biefer Ebene, in Bezug auf die Linie a und auf die Lothe b 
und c, Alles gerade fo, wie auf der andern iſt, fo folgte 
daraus, daß das dritte Koth auf der einen Seite diefer Ebene 
läge, auch ebenfo, daß ed auf der andern Geite läge. Allein 
aus dem nämlichen Puncte von a find zwei in einerlei Ebene 
mit a liegenden Lothe auf fie unmoͤglich. Folglich fallt das 
dritte Loth in die Ebene, worin b und c liegen. 

c) Run fann durch Hülfe dieſes Satzes auch der kehrſat 
in 4. eigenthuͤmlich bewieſen werden. Wenn zwei gerade Linien 
a und b einander ſchneiden und die gerade c in ihrem Durchs 
fchnittöpuncte fowohl mit a ald mit b einen rechten Winkel 
bildet, und es follte irgend eine dritte aus dem gemeinfchafts 
lichen Durchfchnittöpuncte in der Ebene von a und b willführs 
lich gezogne d mit c feinen rechten Winfel bilden, fo lege man 
durch c und d eine Ebene, welche die Ebene von a und b in 
einer geraden Linie e fchneiden muß. Hier ift nun der Winkel, 
welchen c mit d bildet, entweder fpig oder flumpf. Es fei 
dieſes oder jened, fo muß Cnach b) ein aus dem gemeinfchafte 
Iihen Durchfchnittöpuncte auf e in der Ebene von c, d und e 
gezognes Roth f in die Ebene von a und b fallen. Es befänden 
ſich alfo die zwei Linien, d und f, in einerlei Ebene, was 
widerfprechend ift, da von einem Puncte in einer Ebene nur 
eine gerade Einie nach einerlei Richtung möglich ift. 
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CCXXII. Zum 6. Sage. Die Hypotheſis dieſes Satzes 
iſt das Daſeyn zweier geraden Linien, von welchen jede auf 
derſelbigen Ebene lothrecht ſteht. Solche Linien koͤnnen dadurch 


conſtruirt werden, daß man für die Linie AB ſowohl ABD | 
‚als X ABE, dann für CD fomohl X CDB ale XCDE=R 


macht, und nunmehr diefe Linien mit ihren Winfelebenen DBE 
und BDE in biefelbige dritte Ebene ftellt, auf weldyer nun 
ſowohl AB als CD lothrecht ſeyn muß. 

CCXXIV. Zum 7. Sage Da nach der 35. Ertlärung 
des J. Buches jene gerade Linien parallele heiſſen, welche in 
einerlei Ebene liegen und bei jeder Verlängerung zu beis 
den Seiten niemals zufammenlaufen, fo ift Far, daß die Linien 
AB und CD, welche ale gleichlaufend angenommen find, auch 
in einerlei Ebene liegen. Wenn aber dieſes der Kalt ift, fo 
erhellet leicht, daß auch bie Verbindungslinie EF fi, in der⸗ 
ſelbigen Ebene-befinden muͤſſe. 

CCXXV. Zum 8. Sage Um die Hypotheſis dieſes 
Lehrſatzes zu conſtruiren, errichte man BA Cnach CCXXIII.) 
auf die Ebene DBE lothrecht, lege durch AB eine beliebige 
Ebene ABD und ziehe im diefer Ebene eine gerade Linie DG; 
fo, daß. x CDB=R ift, fo muß PC mit BA parallel feyn. 

CCXXVI. Zum 9. Sage Auch die Hypotheſis 
dieſes Satzes muß erſt conftruirt werben, meil man fonft nicht 
erkennt, wie diefelbe möglich if. Wenn man auf FG in G 
ſowohl die GH ale die GJ Iothrecht fellt und nun in der Ebene 
FGH den XGHB=R und in der Ebene FGJ ben X GJID = 
R madıt, fo ift HB mit GF und JD audy mit GF gleichlaufend. 

CCXXVI. Zum 10. Satze. Um bie Linien ED und 
EF, der Hypotbefis entfprechend, zu conftruiren, lege man 
Durch die Puncte A, B und E eime Ebene und ziehe in ihr bie 
ED mit BA parallel. Auf gleiche Art lege man durch C, B 
und E eine @bene, in welcher EF mit BC gleidylaufend wird, 

CCXXVIII. Zum 11. Sage. a) Bon dem gegebenen 
Puncte A fann nur ein Loth AF auf die Ebene HGBC 
gezogen werden. Denn wenn es, auſſer AF nod ein anderes 
Loth AM gäbe, fo mäßte, wenn MF gezogen wirb, nen 

| 24 
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3 AMF==R feyn, ba aber au XAFM=R ifi, fo wäre 
in dem Dreiede AMF der ZAME + XAFM=2R, was 
unmöglich ift. 

b) Auch ift dad von A auf die Ebene HGBC gezogene 
Loth die fürzefte Linie, welche von jenem Puncte zur Ebene 
möglich if. Denn jede andere, wie z. B. AD, muß, als 
Hpypotenufe des rechtwinfeligen Dreiecks AFD, größer ald AF 
feyn. | | 

c) Ferner läßt fich leicht beweifen, daß die ſchiefere Linie 
die größere und umgefehrt auch die größere bie ſchiefere if. 

CCXXIX. Zum 12. Sage. Da hier die Puncte B, C 
und A in einerlei Ebene liegen, fo fann in diefer Ebene durch 
A leicht die AD mit CB yarallel gelegt werden. 

CCXXX. Zum 13 Sage Man fieht, daß diefe beiben 
Säge (12. u. 13.) jenen ähnlich find, welche bereits früher in 
der ebenen Geometrie (I. Buch, 1A. u. 12. ©.) betrachtet wurden. 

CCXXXI. Zum 14. Satze. a) Die Hypotheſis diefes 
Gates ift leicht zu conftruiren, da man durch AB eine beliebige 
Ebene legen und in ihr ſowohl durch A als durch B auf AB 
ein Loth errichten und dieſes für eine zweite durch AB gelegte 
Ebene auf ähnliche Weiſe wiederholen kann. Die Ebenen der 
bei A und B entfiehenden Winkel find nun von folcher Lage, 
daß AB auf jeder derſelben Iothrecht fteht. 

b) Sol alfo mit einer gegebenen Ebene eine andere gleich 
laufende conftruirt werden, fo errichte man auf fie ein belie⸗ 
biges Loth, ziehe durch feinen Fußpunct in der Ebene zwei 
gerade, unter fich einen Winkel bildende Linien und durch einen 
willführlichen Punct in dem Lothe mit jeder diefer beiden Linien 
eine parallele, fo ift die Ebene dieſes Winkels, welche ermeis 
tert werden Tann, mit der gegebenen Ebene gleichlaufend. 

c) Wenn aufferhalb einer Ebene ein Punct gegeben tft, 
fo gibt es durch Diefen nur eine Ebene, welche mit jener 
gleichlaufend if. Man ziehe durch diefen Punct ein Loth auf 
die gegebene Ebene, fo müßte, wenn man durch biefes Loth 
eine Ebene legte und es durch den gegebenen Punct noch eine 
zweite Parallel» Ebene gäbe, hier die Summe der. beiden innern 
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Winkel Feiner als zwei Rechte feyn. Daher müßten fich beide 
Ebenen einmal fchneiden und koͤnnten nicht parallel ſeyn. 

d) Daher muß eine gerade Linie, welche auf einer von zwei 
parallelen Ebenen lothrecht fteht, auch lothrecht auf der andern 
ſeyn. Wäre diefes nicht, fo würde eine Durchfchnittsebene 
längs dieſer Linie zwei innere Winfel bilden, welche <ıR 
wären und beide Ebenen müßten, gehörig verlängert, ſich 
einmal durchſchneiden. 

CCXXXII. Zum 45. Satze. a) Um dieſe, die Hypo⸗ 
theſis des Sage bildenden parallelen Linien zu conftruiren, 
bemerfe man diefed. Aus dem Scheitel eined willführlichen 
Winkels erhebe ſich über deffen Ebene eine auf ihr fchiefftehende 
Linie, fo bildet le mit jedem Schenfel des gegebenen Winkels 
eine. Ebene , und man kann aus einem beliebigen Puncte jener 
Linie in jeder diefer Ebenen eine mit der untern gleichlaufende“ 
ziehen. 

b) Wenn das von B auf die Ebene DEF gezogene Loth 
gerade in den Scheitelpunct E fiele, fo wäre der Beweis des 
Sabes noch einfacher. 

CCXXXIII. Zum 16. Sage Allein nicht umgekehrt: 
Wenn die Durchſchnittslinien EF und GH parallel ſind, fo 
- müflen ed auch die Ebenen AB und CD feyn. Denn nichts 
parallele Ebenen können gleichlanfende Durchſchnitts linien haben, 

COXXXIV. Zum 17. Sage. a) Es wird hier voraus⸗ 
geſetzt, daß die beiden geraden Linien AB und CD ganz und 
gar: auffer einander liegen, und feinen Punct mit einander 
gemein haben. Auch muß man fich diefelben über A und B, 
fo wie auch über C und D verlängert vorfiellen. 

b) Wenn zwei aus einem Pauncte!A ausgehende Kinien 
AB und AD.von zwei Parallel» Ebenen JK und LM gefchnitten 
werden, fo ift ebenfale AE:EB=AN:ND. 

CCXXXV. Zum 18. Sage. Oder aud fo. Man ziehe 
Durch B auf CB in der untern Ebene die Linie BM Iothrecht, fo 
it ABMR. Allein diefer Winfel ABM ift der Neigungss 
winfel der Ebene DE gegen bie untere Ebene; folglich iſt jene 
auf dieſer lothrecht. 
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CCXXXVI Zum 19. Satze. Der Beweis diefed Satzes 
kann auch auf folgende Art geführt werden. Wenn die Ebene 
ABH auf der untern VW lothrecht fteht, fo nehme man in der 
Durchfchnittölinie AH einen willführlichen Punct D, und ziehe 
fowohl DC als DB auf AH ſenkrecht, fo ift BDC, ale 
Neigungewinfel, =R. Denft man fidy nun durch MDG eine 
Ebene CL, fo ift Har, daß diefe nur dann auf VW Iothrecht 
feyn kann, wenn fie in die Linie DB fällt, weil nur dann ihr 
Neigungswinfel BDH=R ift. 

CCXXXVI. Zum 20. Sage. Daher fönnen brei geges 
bene ebene Winkel nur dann einen dreifantigen Körperwinfel 
bilden, wenn je zwei zufammen größer als der dritte find, 
welches dann Statt finden muß, wenn die Summe der zwei 
Heinften größer als der größte ift. Ein ähnliches Verhaͤltniß 
hat befanntlich auch bei drei geraden Kinien Statt, woraus 
ein Dreiecd gebildet werden fol. 

CCXXXVI. Zum 21. Sage Man erfennt biefed 
andy fogleich durch die Anfchauung. Es feien (Fig. 368.) die 
drei Winkel ACD, DCB und BCA gufammen =4R, fo ift 
Har, daß fie zufammen in eine Ebene fallen, über welche 
fi) der Punct C nur dann erheben fann, wenn einer von 
ihnen zum wenigften fleiner wird, als er gegeben iſt. Eben 
dieſes gilt von mehreren um C herum liegenden Winkeln. 

CCXXXIX. Zum 22. Sage Wir geben von diefem 
Sate noch folgenden Beweis. Es feien (Fig. 369) ACB, 
BCD und DCE die drei gegebenen Winfel, wovon Die zwei 
kleinſten, naͤmlich ACB und BCD zufammen größer als der 
dritte DCE ift, fo lege man fie mit ihren gemeinfchaftlichen 
Schenfeln fo an ihrem Scheitel G zufammen, wie es die Figur 
zeigt, und befchreibe mit CA aus C den Kreiöbogen ABDE. 
Zieht man nun die Schnen AB, BD, DE und AD, fo if, 
“weil Bog. ABD > Bog. DE, auch Sehne AD > Sehnt DE. 
Da aber Sehne AB + Sehne BD> Schne AD if, fo muß 
auch Sehne AB + Sehne BD> Sehne DE feyn. Folglich 
fann mit ben Seiten AB, BD und DE ein Dreieck befchrieben 
werden. Ä ' 
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CCXXXX. Zum 23 Sage Wenn (Fig. 369) ACB, 
BCD und DCE bie drei gegebenen: Winfel find, woraus der 
Koͤrperwinkel am Scheitelpuncte C gebildet werden fol, fo 
denfe man ſich den Winfel ECD um die unbewegliche Linie CD 
ald Are fo gedreht, daß der Punct E fidy über die Ebene ECA 
erhebt. Hier erfennt man leicht, baß der Winfel, welchen diefe 
CE, bei fortgefeßter Bewegung, mit CB bildet, immer. Fleiner 
werben muß, bis CE wieder in die Ebene DCA fällt, iu 
weichem Fall er am Fleinften ift; aber, nach der Annahme 
doch ftetö größer aldE IL BCA ſeyn muß. Daher wird bie fich 
drehende CE einmal mit CB einen Winkel bilden, welder = 
"3ZACB iſt, und in diefer Lage entſteht nun bei C der aus den 
drei Winkeln ACB, BCD und DCE gebildete Koͤrperwinkel. 
CCXXXXL Zum 24. Sage. a) Der Anddrud diefes 
Satzes ift irrig, da es vierfantige, von Parallelebenen begrenzte 
Körper gibt, deren zwei einander gegenüberliegende feine 
Darallelogramme , fondern Paralleltrapeze find. Bei mehr 
feitigen Prismen von regelmäßiger Grundfläche und gerader 
Seitenzahl find 5. 3. die gegenüberliegenden Seitenflächen cons 
gruente und gleichlaufende Parallelogramme; allein weder die 
Grundfläche noch die Oberfläche ift ein folches Parallelogramm. 
b) Es wäre an diefer Stelle fehr zweckmaͤßig geweſen, 
‚ wenn Euclides die Entftehung der verfchiedenen edigen pries 
matifchen Körper nachgewieſen hätte, wozu die bisherigen 
Vorderſaͤtze vollfommen binreichen, wie bie hier folgenden Abs 
fehnitte zeigen. | 
c) Das fenfredhte dreieckige Prisma zu com 
ſtruiren. Es fei (Fig. 370) das Dreieck DAC die gegebene 
©rundfläche, fo errichte man aus ben Scheitelpuncten D, A 
und C auf deffen Ebene die drei willführlich großen, aber unter 
ſich gleichen Lothe DM = AP==CN und ziehe die Verbindungs⸗ 
Jinien MP, PN und NM, fo it MPNDAC ein ſentrechtes dreis 
ediges Prisma. | Ä 
| Da DM, AP und CN Rothe auf der Ebene DAC find, fo 
- find fie auch paarweife mit einauder parallel, und da auch 
DM=AP=CN if, fo müffen die drei Seitenflächen MPAD, 
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NPAC und MNCD Rechtecke ſeyn. Da nun die Dreiecke MPN 

und DAC die drei Seiten, einzeln genommen, mit einander 
gemein haben, fo find fie auch einander congrüuent. Da ferner 
x DMP =xXDMN =Rud ud XAPM=XAPN=R, 
endlih XCNM=3XCNP=R, fo find auch DM, AP und CN 
auf MPN Iothredit und e& muß MPN mit DAC gleichlaufend 
ſeyn. Folglich ift der conftruirte Körper ein fenkrechtes dreis 
ediged Prisma. 

d) Ein fchiefes dreiediges Prisma zu conſtrui⸗ 
ren. Man errichte aus einem Winkelpuncte (Fig. 371) A 
des gegebenen Dreiecks APC eine auf deſſen Ebene ſchief ſteh⸗ 
ende Linie AM, ziehe durch P und C die PB und CN mit ihr 
parallel, made AD=PG=CF und ziehe die Verbindungds 
Iinien DG, GF und FD, fo ift DGFAPC ein fchiefes dreis 
ediges Prisma. \ 

Da die drei Rinien PG, CF und AD gleichlaufend unter 
ſich ſind, und PG CF AD iſt, fo ſind auch die drei 
Seitenebenen DGPA, FGPC und DFCA drei Parallelogramme. 
Da ferner DG mit AP und DF mit AC gleihlaufend ift, fo 
muß auch FDGCS CAP und ebenfo XDGF=3APC, fo 
wie auch X GFD=XPCA feyn. Ferner ift, wegen DG=AP, . 
GF=PC und DF= AC, auch das Dreieck DGF dem Dreiede 
APC congrient und Cwie man leicht findet) auch mit ihm 
parallel. Demnach ift DGFAPC ein fchiefes dreieckiges Prisma, 

e) Ein ſenkrechtes Parallelopipedum zu coNs 
firuiren. Wenn (Fig. 372) DACB ein gegebened Parallelos 
gramm ift, fo errichte man aus dem Scheitelpuncte A ein Loth 
AG auf deſſen Ebene, ziehe durch C, B, D die mit ihm 
gleichlaufenden CV, BW, DO, nehme AP=CQ=BM=DN 
und ziehe PO, QM, MN und NP, fo it. NC dag zu bildende 
Darallelopipedum. 

- DaCQ, BM, DN mit dem Rothe AP gleichlaufend find, 
fo müffen fie es auch unter fich feyn und fämmtlich auf der 
Grundfläche fenfrecht fliehen. Auch muß, weil fie alle einerlei 
Groͤße haben, jede der Seitenflähen PACQ, QCBM, MBDN 
und NPAD ein Rechtest feyn. Ferner ift die Oberfläche, wie 
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man leicht erkennt, der Grundflaͤche congruent und mit ihr 


gleichlaufend. 

f) Um ein ſchiefes Barallelopipedum sau con⸗ 
firuiren, darf man nur aus dem Winfelpuncte D (Fig. 374.) 
des Parallelogramms DBAC eine auf feiher Ebene fchiefs 


-ftehende Linie DP errichten, dur C, A und B Die mit ihr 


gleichlaufenden CN, AM und BQ ziehen, DG = CJ = AL 
== BV machen und die geraden Linien GV, VL, LJ und JG 
ziehen, fo ift GA ein fchiefed Parallelopipedum, worüber der 


” Beweis , auf ähnliche Art, wie zuvor geführt wird, 


g) Wenn ein Quadrat ald Grundflädye gegeben ift und 
‚man befchreibt darüber ein fenfrechtes Parallelopipedum, deſſen 
Seitenkante der Seite diefed Quadrates gleich iſt, fo entfteht 
hierdurch der Würfel. 

h) Ueberhaupt ift hieraus Har, wie 5, 6, 7 ...-. nn. 
edige, ſowohl fenfrechte als fchiefe, Prismen entftehen koͤnnen. 

CCXXXXI. Zum 25. Sage. Da Euclides diefen 
Satz nad dem ihm eigenthümlichen Begriffe der geometrifchen 
Proportion beweifet, fo fol derfelbe hier auf die, den Reuern 
‚gewöhnliche Art entwidelt werden. 

Es fei (Fig. 375.) HB das gegebene Parallelopipedum, 
welches durch eine Ebene KILM, parallel mit den Seitens 
flächen CAEH und DBFG, in zwei Parallelopipeden HJ und 
MB getheilt ift, fo gibt es (nach LXXV) eine Linie HQ, 
weldye als gemeinfchaftliches Maß von HM und MG angefehen 
werden kann. Zieht man nun QP mit HE parallel, fo ift das 
eine Parallelogranım HOPE auch ald gemeinfames Maß der 
beiden Parallelogramme HMLE und MGFL zu betradten. 
Wird nun durh QP eine Ebene mit HEAC gleichlaufend 
geführt, fo it ‘HN ein Fleines Parallelopipedum, welches eben, 
falls als gemeinfchaftliches Maß von HJ und MB anzufehen 
iſt. Wäre nun HQ in HM gerade 7mal und in MG genau 
5mal enthalten, fo müßte auch HP in HL und HN in HJ 
gerade 7mal, und ebenfo auch HP in MF und HN ın MB 
wieder 5mal enthalten fepn. Daher iſt 
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HB3:MB=7;35%&6. 
HJ: MB= HL: ME. 
CCXXXXIII. Zum 26. Sage. Es fei (Fig. 376.) kei 
F der gegebene Koͤrperwinkel, welcher von den brei ebenen 


Winkeln GFH, JFG und JFH gebildet wirb und man ſoll 


einen ihm Ähnlich liegenden und gleichen Körperwinfel an den 
Punct A der gegebenen Linie conftruiren. 

Man ziehe von J auf die Ebene FGH oder ihre Ber» 
Iangerung bad Loth IK und die geraden KF, KH. Run 
mache man 3 BAC = X GEH, BA = GF, AC=FH 
und ziehe BC, fo it A FCH SS A ABC. Macht man nun 
3 CAE = X HFK und X ACE = x FHK, fo wird A 
AEC SS A FKH. Errichtet man nun in E auf die Ebene 
ABC dag Roth ED, madıt ED == KJ und zieht DA, DC, fo 
if} der bei A entfiehende Körpermwinfel jenem bei F gleich. 
Denn wenn die dreiedige Pyramide JFGH gehörig in DaBC 
geftellt wird, fo if Har, daß beide nur eine einzige 
bilden und folglidy durchaus congruent find. 

CCXXXXIV. Zum 27. Satze. a) Es wird. hierbei 
vorausgefegt, daß die gegebene Linie AB die homologe d. 9. 
Ahntich liegende mit der Linie CE fei. 

b) Noch einfacher ift die Aufgabe: Ein dreiediges Prisma 
zu confiruiren, welches dem gegebenen ( Kig. 377) ABCDEF 
ähnlich ift und deſſen Seite AG der Seite AD homolog ſeyn 
fol. Man nehme AD:AG=AC:AK=AB:AL, fo find bie 
Puncte K und L beftimmt. Man giehe KL, durch L die LH 
= AG mit AD und durch K bie KJ=AG mit AD parallel ‚ 
und nun die Verbindungslinien GH, 6GJ, fo ift ALKGHJ der 
zu confiruwirende Körper, wovon leicht bewiefen werden fan, 
daß er mit dem gegebenen gleiche Koͤrperwinkel, ähnliche 
Grenzflächen und proportionale Seitenfanten hat. 

c) Wäre AG > AD, fo kann leicht eine ähnliche Con⸗ 
firuction ausgeführt werden und das neue Priema wird größer 
als das gegebene. Auf gleiche Art koͤnnen auch mehrfeitige 
Prismen conftruirt werben, welche den gegebeuen ähnlich find. 
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CCXXXXV. Zum 28. Sage a) Hier ift vor Allem zw 


beweifen, daß fich die Diagonalen CF und DE in’ einerlei 
Ebene CFED befinden. Dieſes folgt fogleich daraus, weil 


ſowohl CD als FE mit GA gleichlaufend iſt, und daher auch 


CD mit FE parallel feyn muß. Da nun CD und FE in einerlei 
Ebene liegen, fo muͤſſen fi) audı CF und DE in berfelbigen 
Ebene befinden. Es iſt alfo auffer Zweifel, daß das Parallelos 
pipedum AB durch biefen Diagonalſchnitt in zwei dreieckige 


Prismen getheilt wird. 


b) Wenn dieſes Parallelopipedum ein ſenkrechtes iſt wie 
das in den Elementen verzeichnete), fo kann leicht gezeigt 
werden, daß die zwei, aus dieſer Theilung eutfichenden Prismen 
einander vollfommen congruent find, d. h. daß fle. fo 
koͤnnen in einander geftellt werden, daß fie nur ein einziges 
bilden. In dieſem Falle ift der Sa vollfommen bewiefen. 

c) Der Beweis des Euclides beruht vorzüglich auf ber 
10. Erklärung diefes eilften Buches, nach welcher «gleiche 
« und Ahnliche Koͤrper jene ſind, welche von gleich vielen, 
« gleichen und ähnlichen Ebenen eingeſchloſſen werden, » Allein 


dieſe Erflärung enthält eigentlich eine Behauptung, welde 


bewiefen werden muß, und ſehbſt dieſe Behauptung ift nicht 
allgemein richtig. 

d) Es fei (Fig. 378) AB ein fchiefes Parallelopipedum 
und CH deffen Diagonalfchnitt, fo entflehen die zwei dreieckigen 
Prismen AECGHF und ECDBGH. Hier iſt nun offenbar 
AAECSADCE, AFHG A BGH, ferner Parallelps 
gramm AHS Par. DG; Par. AG Par, DH, fo wie das 
Parallelogramm EG beiden Prismen gemein ift. Allein beide 
Prismen deden einander nicht, d. h. fie können nicht fo in 


einander gebracht werben, daß fie nur ein einziges bilden. 


Woraus foll nun die Gleichheit ihres Körperraumes folgen? 
e) Wenn das fchiefe Parallelopipedtum BG (Fig. 379) 
durdy den Diagonalfchnitt BCCF in die zwei dreiedigen Prids 
men ABCGEFG und BCDFGH getheilt wird, fo fann das letz⸗ 
tere fo neben daß erftere in der verlängerten Richtung PE unb 
in ber verlängerten Ebene HFEG geftellt werben, daß es bie 
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Lage ghfcdb hat, wo diefe kleinen Buchftaben den großen, 
der Lage nach entfprehen. Man erfennt nun fogleich, daß 
legtered das Priema ABCEFG nicht beiten fann; allein es 
wird auch Far, daß beide Prismen eine fymmetrifche Lage 
-gegen einander haben, weshalb fie auch ſymmetriſche Koͤr⸗ 
per genannt werden. | 

f) Allein worin befteht denn biefe Symmetrie der beiden 
Prismen? Wenn die Grundflächen FEWund edb in derfelbigen 
Ebene, und. die homologen Seiten FE und cd in einer 
geraden Linie edEF liegen, fo hat bie Grundflähe FEG ſchon 
deshalb eine fommetrifche Lage mit cdb, weil x dEG= 3 Edb 
and folglich EG gerade fo zur Rechten, wie db zur Linfen 
“geneigt ift. Betrachtet man die beiden Körper, fo ift die 
Seitenflähe AEGC fo zur Nechten der Grundflähe FEG 
geneigt, wie die ihr congruente Seitenfläche hfbd zur Linken 
von cdb geneigt if. Ganz daffelbige gilt von den Neigungen 
ber Seitenflächen AEFB und hdcg, fo wie auch von CGFB 
und fheg. Betrachtet man die homologen Körperwinfel, 3. B. 
jenen bei E-und bei d, fo it zwar XAEF=Xhde,. ferner 
X AEG=3hdb und XFEG=XCcdb; allein beide Körpers 
winfel fönnen nicht fo in einander. geftellt werden, daß fie fich 
decken. Man kann dieſelbe daher ebenfalls ſymmetriſch 
gebildete Koͤrperwinkel nennen. Eben dieſes gilt von jeden 
zwei andern homolog liegenden Koͤrperwinkeln. 

8) Da dreieckige Pyramiden die einfachſten eckigen Körper 
find, fo. ſei (Fig. 380) ABCD eine ſolche ſchiefe Pyramide, 
zu welcher die fommetrifche conftruirt werten fol. — Man 
verlängere die Ebene der Grundflädye DBC, in ihr auch die 


„ ginie DB, nehme BH nach Belieben, made HF=BD und 


befchreibe über HF ein dem Dreiecke BCD fymmetrifched Dreied 
HGF. Nun fälle man aus A auf die Ebene der Grundfläche 


BOCD das Loth; AJ, ziehe BJ, JD, mache A FLH in der Ebene 


HGF congruent und fymmetrifh den A DJIB, errichte in L 
auf die Ebene FGHL das Loth LE, nehme LE—JA und ziehe - 
EF, EG, EH, fo ift die fchiefe Pyramide EFGH mit der 
gegebenen ABCD ſymmetriſch. Der Beweis hierüber ift leicht 


+ 
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zu führen. — Auch fieht man fogleich, daß die vieredigen 


Pyramiden ABCDJ und EHGFL ebenfalls fymmetrifche find. 


bB) Da ſich fommetrifch gebildete Körper nicht decken, ſo 
muß ihre Gleichheit auf andere Art, ale durch eine bloße 
Erflärung, wie Euclideg gethan hat, bewiefen werben. 

Es fei (Fig. 381) ABCDEFGH ein fchiefed Parallelos 
pipedum, ADHE feine Diagonalebene, fo ift zu beweifen, daß 
Prisma ACDHEG —= Priema ABDUFE. 

, Man halbire CG in L, errichte LM in der Ebene CH und 
LJ in der Ebene CE fenfrecdht auf CL und ziehe JM, fo find 
CG, AE, DH auf der Dreiedsdebene JLM lothrecht. Wird 
nun das fchiefe Parallelopipedum AH von ber über JM vers 
Iängerten Dreiedsebene LIM durchſchnitten, fo entfteht das 


Rechteck LIMK, worauf GG, DH, BF und AE Iothredht ift. 


Run verlängere man die CG, AE, BF und DH über G, 
E,Fund H bie GP=CL, 2N=AJ, FO=BK und HQ= 
DM ift, und ziehe die Berbindungslinien PN, NO, OQ und 
OP, fo ift NOQP ein dem Rechtecke JKML congruentes Rechteck. 
Auch ift hierdurch ein fenfrechtes Parallelopipedum IQ ente 
fanden, welches durch den Diagonalfchnitt IJMON in zwei. 
congruente dreiedige Prismen LIMONP und IJKMOQON getheilt 
werden fann, und es ift der Körper CADMIJIL dem Körper 
GEHONP, und der Körper ADBKMJ dem Körper EHFOQN 
vollfommen congruent. Hieraus entſteht folgende Zufammens 
ftellung ‘ | 
| Körper ACM 5 Körper EGQ 
Körper JLH = Körper JLH 

Körper (ACM + JLH) = Körper (EGQ + JLH) 

db. bh. Pridema ACH Prisſsma JLQ. 
Ferner ift auch 
Körper BDI Korper FHN 
Körper KME —= Körper KME — 

Körper (BDJ + KME) = Körper (FHN + KME) 

d. h. Prisma BDE — Priena KMN. Es war aber 
Prisma IJILO 55 Prisma KMN ; folglich Fit 
auch Prisma ACH = Prigma BDE. 
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CCXXXVI Zum 19. Satze. Der Beweis dieſes Satzes 
kann auch auf folgende Art geführt werden. Wenn die Ebene 
ABH auf der untern VW lothrecht fteht, fo nehme man in der 
Durchfchnittölinie AH einen willkuͤhrlichen Punct D, und ziehe 
ſowohl DC als DB auf AH ſenkrecht, fo ift ZBDC, ale 
Neigungswinfel, =R. Denft man fi nun durch MDC eine 
Ebene CL, fo ift Far, daß diefe nur dann auf VW Iothrecht 
feyn kann, wenn fie in die Linie DB fällt, weil nur dann ihr 
Neigungswinfel BDH=R if 

CCXXXVI. Zum 20. Sage Daher können brei geges 
bene ebene Winfel nur dann einen breifantigen Körperwinfel 
bilden, wenn je zwei zufammen größer als der dritte find, 
welches dann Statt finden muß, wenn die Summe der zwei 
Heinften größer als der größte iſt. Ein ähnliches Verhältniß 
hat befanntlich auch bei drei geraden kinien Statt, woraus 
ein Dreieck gebildet werden ſoll. 

CCXXXVIII. Zum 21. Sage. Man erkennt dieſes 
auch ſogleich durch die Anſchauung. Es ſeien (Fig. 368.) die 
drei Winkel ACD, DCB und BCA zuſammen =4R, fo iſt 
klar, daß ſie zuſammen in eine Ebene fallen, uͤber welche 
ſich der Punct C nur dann erheben kann, wenn einer von 
ihnen zum wenigften fleiner wird, als er gegeben ift. Eben 
diefes gilt von mehreren um C herum liegenden Winkeln. 

CCXXXIX. Zum 22. Sage, Wir geben von biefem 
Sate noch folgenden Beweis. Es feien (Fig. 369) ACB, 
BCD und DCE die drei gegebenen Winfel, wovon Die zwei 
kleinſten, naͤmlich ACB und BCD zufammen größer als der 
dritte DCE ift, fo lege man fie mit ihren gemeinfchaftlichen 
Scenfeln fo an ihrem Scheitel G zuſammen, wie e8 die Figur 
zeigt, und befchreibe mit CA aus C den Kreiöbogen ABDE. 
Zieht man nun die Sehnen AB, BD, DE und AD, fo ift, 
weil Bog. ABD > Bog. DE, auch Sehne AD> Sehne DE. 
Da aber Sehne AB + Schne BD> Schne AD ift, fo muß 
. auch Sehne AB + Sehne BD> Sehne DE feyn. Folglich 
kann mit den Seiten AB, BD und DE ein Dreieck befchrieben 
werden. 
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CCXXXX. Zum 33 Sage Wenn (Fig. 369) ACB, 
BCD und DCE bie drei gegebenen: Winfel find, woraus. der 
Körperwinfel am Scheitelpuncte C gebildet werden fol, fo 
denfe man fich den Winkel ECD um die unbewegliche Linie CD 
als Are fo gedreht, daß der Punct E fich über die Ebene ECA 
erhebt. Hier erfennt man leicht, daß der Winfel, welchen diefe 
CE, bei fortgefegter Bewegung, mit CB bildet, immer Fleiner 
werben muß, bis CE wieder in die Ebene DCA fällt, in 
welchen Kal er am fleinften ift; aber, nach der Annahme 
Doch ftetd größer aldE I BCA feyn muß. Daher wird die fidy 
‚drehende CE einmal mit CB einen Winkel bilden, welder = 
"I ACB ift, und in diefer Lage entfteht wun bei C der aus den 
drei Winteln ACB, BCD und DCE gebildete Koͤrperwinkel. 

CCXXXXL Zum 24. Sage. a) Der Ansdruck dieſes 
Satzes ift irrig, da ed vierfantige, von Parallelebenen begrenzte 
Körper gibt, deren zwei einander gegemüberliegende feine 
Darallelogramme, fondern Paralleltrapeze find. Bei mehr, 
feitigen Prismen von regelmäßiger Grundfläche und gerader 
Seitenzahl find 3. B. die gegenüberliegenden Seitenflädhen cons 
gruente und gleichlaufende Parallelogramme; allein weder die 
Grundfläche noch bie Oberfläche ift ein ſolches Parallelogramm. 

b) Es wäre an diefer Stelle fehr zwedmäßig gewefen, . 
wenn Euclides die Entfiehung der verfchiedenen edigen pries 
matifchen Körper nachgewiefen hätte, wozu die bisherigen 
Borderfäge vollfommen hinreichen, wie bie hier folgenden Ab» 
fehnitte zeigen. | 

c) Das ſenkrechte breiedige Prisma zu com 
firuiren. Es fei (Fig. 370) das Dreieck DAC die gegebene 
Grundfläche, fo errichte man aus den Scheitelpuncten D, A 
und C auf deffen Ebene die drei willfihrlicdh großen, aber unter 
fich gleichen Lothe DUM=AP=—=CN und ziehe .die Verbindungs⸗ 
Jinien MP, PN und NM, fo ift MPNDAC ein ſenkrechtes drei⸗ 
eckiges Prisma. 

Da DM, AP und CN Lothe auf der Ebene DAC find, fo 


find fie auch paarweiſe mit einauder parallel, und da auch 


DM=AP=CN if, fo müffen die drei Seitenflächen MPAD, 
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NPAC und MNCD Rechtecke ſeyn. Da nun die Dreiecke MPN 

und DAC die brei Seiten, einzeln genommen, mit einander 
gemein haben, fo find fie audy einander congruent. Da ferner 
x DDPP=xDMN=Rud auch XAPM=XCAPN=R, 
endlich ZCNM=3CNP=R, fo find au DM, AP und CN 
auf MPN Iothrecht und ed muß MPN mit DAC gleichlaufend 
ſeyn. Kolglich ift der conſtruirte Koͤrper ein ſenkrechtes drei⸗ 
eckiges Prisma. 

d) Ein ſchiefes dreieckiges Prisma zu conſtrui⸗ 
ren. Man errichte aus einem Winkelpuncte (Fig. 371) A 
des gegebenen Dreiecks APC eine auf deſſen Ebene ſchief ſteh⸗ 
ende Linie AM, ziehe durch P und C die PB und CN mit ihr 
parallel, mahe AD=PG=CF und ziehe die Verbindungss 
Iinien DG, GF und FD, fo ift DGFAPC ein fchiefes dreis 
ediges Prisma, \ 

Da die drei Linien PG, CF und AD gleichlaufend unter 
ſich ſind, nd PG = CF=AD if, fo find auch die drei 
GSeitenebenen DGPA, FGPC und DFCA drei Parallelogranme. 
Da ferner DG mit AP und DF mit AC gleichlaufend ift, jo 
muß audı XFDGMX CAP und ebenfo X DGF=3APC, fo 
wie auch X GFD=ZPCA feyn. Ferner ifl, wegen DG=AP, . 
GF=PC und DF= AC, auch das Dreied DGF dem Dreiede 
APC congrient und Cwie man leicht findet) auch mit ihm 
parallel. Demnach it DGFAPC ein ſchiefes dreieckiges Prisma, 

e) Ein fenfrehtes Parallelopipedum zu con⸗— 
firniren. Wenn (Fig. 372) DACB ein gegebened Parallelos 
gramm ift, fo errichte man aus dem Scheitelpuncte A ein Loth 
AG auf deffen Ebene, ziehe durch C, B, D die mit ihm 
gleichlaufenden CV, BW, DO, nehme AP=CQ=BM=DN 
und ziehe PQ, QM, MN und NP, fo ift.NC das zu bildende 
Darallelopipedum. 

Da CQ, BM, DN mit dem Rothe AP gleichlaufend find, 
fo muͤſſen fie es auch unter fich ſeyn und ſaͤmmtlich auf der 
Grundfläche fenfrecht fliehen. Anch muß, weil fie alle einerlei 
Groͤße haben, jede der Seitenflähen PACQ, QCBM, MBDN 
und NPAD ein Rechtes feyn. Ferner ift die Oberfläche, wie 


& 


/ 
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man leicht erkennt, der Grumdſliche congruent und mit ihr 
gleichlaufend. 

f) Um ein ſchiefes Barallelopipedum zu con⸗ 
ſtruiren, darf man nur aus dem Winkelpuncte D (Fig. 374.) 
des Parallelogrammd DBAC eine auf feiher Ebene fchiefs 
ftehende Linie DP errichten, durch C, A und B die mit ihr 
gleichlaufenden CN, AM und BO ziehen, DG = CJ = AL 
— BV machen und die geraden Linien GV, VL, LJ und JG 
ziehen, fo ift GA ein fchiefes Parallelopipedum, worüber der 


” Beweis, auf ähnliche Art, wie zuvor geführt wird. 


g) Wenn ein Quadrat ald Grundfläche gegeben ift und 
‚man befchreibt darüber ein fenfrechtes Parallelopipedum, deſſen 
Seitenfante der Seite diefed Quadrates gleich ift, fo entſteht 
hierdurch der Würfel. 

h) Ueberhaupt ift hieraus Har, wie 5, 6, T..... u. 
edige, ſowohl fenfrechte als fchiefe, Prismen entftehen können. 

CCXXXXII. Zum 25. Sage. Da Euclides diefen 
Sag nadı dem ihm eigenthümlichen Begriffe der geometrifchen 
Proportion beweifet, fo fol derfelbe hier auf die, ben Reuern 
gewöhnliche Art entwidelt werben. 

Es fei (Fig. 375.) HB das gegebene Parallelopipedum, 
welches durch eine Ebene KILM, parallel mit den Seitens 
flächen CAEH und DBFG, in zwei Parallelopipeden HJ und 
MB getheilt ift, fo gibt es Cnach LXXV) eine Linie HQ, 
welche als gemeinfchaftliches Maß von HM und MG angefchen 
werden fan. Zieht man nun QP mit HE parallel, fo ift das 
fleine Parallelogramm HQPE auch als gemeinfames Maß ber 
beiden Parallelogramme HMLE und MGFL zu betraditen, 
Wird nun dur QP eine Ebene mit HEAC gleidhlaufend 
geführt, fo ift HN ein kleines Parallelopipedum, welches eben⸗ 
falls als gemeinfchaftlichee Maß von HJ und MB anzufehen 
if. Wäre nun HQ in HM gerade 7mal und in MG genau 
5mal enthalten, fo müßte auch HP in HL und HN in HJ 
gerade Tmal, und ebenfo auch HP in MF und HN in MB 
wieder 5mal enthalten feyn. Daher ip 
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HJ:MB=73;35%5h ° 
HJ: MB=HLs:ME. 

CCXXXXIII. Zum 26. Sage. Es fei (Fig. 376.) bei 
F der gegebene Koͤrperwinkel, welcher von den drei ebenen 
Winkeln GEH, JFG und JFH gebildet wird und man ſoll 
einen ihm Ahnlich liegenden und gleichen Körperwintel an ben 
Punct A der gegebenen Linie conftruiren. 

Man ziehe von J auf die Ebene FGH oder ihre Vers 
Iangerung das Loth IK und die geraden KF, KH. Run 
made man X BAC=3XGFH, BA=GF, AC= FH 
und ziehe BC, fo it A FCH 55 A ABC. Macht man nun 
3 CAE = x HFK und X ACE = x FHK, fo wird A 
AECS A FKH. GErridtet man nun in E auf die Ebene 
ABC das Loth ED, madıt ED = KJ und zieht DA, DC, fo 
it der bei A entjiehende Körpermwintel jenem bei F gleich. 
Denn wenn die dreiedige Pyramide JFGH gehörig in DABC 
geftellt wird, fo iſt klar, daß beide nur eine einzige 
bilden und folglich durchaus congruent find. 

CCXXXXIV. Zum 27. Sage. a) Es wird hierbei 
vorausgefegt, daß die gegebene Linie AB die homuloge d. h. 
aͤhnkich liegende mit der Linie CE fei. 

b) Noch einfacher ift die Aufgabe: Ein dreiediges Prisma 
zu confiruiren,, welches dem gegebenen ( Fig. 377) ABCDEF 
ähnlich ift und deffen Seite AG der Geite AD homolog ſeyn 
fol. Man nehme AD:AG=AC:AK=AB:AL, fo find die 
Puncte K und L beftimmt. Man siehe KL, durch L die LH 
= AG mit AD und durch K die KJ=AG mit AD parallel , 
und nun bie Berbindungslinien GH, GJ, fo iſt ALKGHJ der 
zu confiruirende Körper, wovon leicht bewiefen werden fan, 
daß er mit dem gegebenen gleiche KRörperwinfel, aͤhnliche 
Grenzflächen und proportionale Seitenkanten hat. 

c) Wäre AG > AD, fo kann leicht eine ähnliche Con⸗ 
firuction ausgeführt werden und das neue Priema wird größer 
ale das gegebene. Auf gleiche Art koͤnnen auch mehrfeitige 
Prismen conftruirt werden, welche den gegebeuen aͤhnlich find. 
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COCXXXXV. Zum 28 Sage. a) Hier ift vor Allen zw 
beweifen, daß fich die Diagonalen CF und DE in einerlei 
Ebene CFED befinden. Diefes folgt fogleich daraus, weil 
fowohl CD als FE mit GA gleichlaufend iſt, und daher auch 
CD mit FE parallel ſeyn muß. Da nun CD und FE in einerlei 
Ebene liegen, fo müffen fich auch CF und DE in derfelhigen 
Ebene befinden. Es ift alfo auffer Zweifel, daß das Parallelos 
pipedum AB durch dieſen Diagonalfchnitt in zwei dreiedige 
Prismen getheilt wird. 

b) Wenn diefed Parallelopipedum ein ſenkrechtes iſt Cwie 
dad in den Elementen verzeichnete), fo kann leicht gezeigt 
werben, daß bie zwei, aus diefer Theilung eutfichenden Priemen 
einander volltommen congruent find, d. h. daß fie. fo 
koͤnnen in einander geftellt werden, daß fie nur ein einziges 
bilden. In diefem Kalle ift der Sag vollfommen bewiefen. 

c) Der Beweis des Euclides beruht vorzüglich auf der 
40. Erklärung dieſes eilften Buches, mach welcher « gleiche 
« und ähnliche Körper jene find, welche von gleich vielen, 
« gleichen und ähnlichen Ebenen eıngefchloffen werden.» Allein 
dieſe Erklärung enthält eigentlich eine Behauptung, welde . 
bewiefen werden muß, und fesbit diefe Behauptung ift nicht 
allgemein richtig. 

d) Es fei (Fig. 378) AB ein fchiefes Parallelopipedum 
und CH deſſen Diagonalfchnitt, fo entfliehen bie zwei dreiedigen 
Prismen AECGHF und ECDBGH. Hier ift nun offenbar 
AAECSADCE, AFHG SS ABGH, ferner Parallelps 
gramm AHS Par. DG; Par. AC Par. DH, fo wie das 
Parallelogramm EG beiden Prismen gemein if. Allein beide 
Prismen deden einander nicht, d. h. fie können nicht fo in 
‚einander gebracht werben, daß fie nur ein einziges bilden. 
Moraus foll nun die Gleichheit ihres Körperraumes folgen? 

e) Wenn das ſchiefe Parallelopipedtum BG (Fig. 379) 
durch den Diagonalfchnitt BCGF in die zwei dreiedigen Prise 
men ABCEFG und BCDFGH getheilt wird, fo fann das letz⸗ 
tere fo neben das erſtere in der verlängerten Richtung PE und 
in der verlängerten Ebene HFEG geftellt werben, daß es die 
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Lage ghfcdb hat, wo diefe kleinen Buchftaben den großen, 
der Lage nad) entfprehen. Man erfenut nun fogleich, daß 
legtered das Prisma ABCEFG nicht decken kann; allein es 
wird auch klar, daß beide Prismen eine ſymmetriſche Lage 
‚gegen einander haben, weshalb fie auch ſymmetriſche Kir 
per genannt werden. 

f) Allein worin befteht beun biefe Symmetrie ber Beiden 
Prismen? Wenn die Grundflädyen FEG:und cdb in derfelbigen 
Ebene, und. die homologen Seiten FE und cd in einer 
geraden Linie cdEF liegen, fo hat die Grundflaͤche FEG ſchon 
beöhalb eine fommetrifche Lage mit cdb, weil x dEG = Edb 
and folglich EG gerade fo zur Rechten, wie db zur Linfen 


“geneigt if. Betrachtet man die beiden Körper, fo ift die 


Seitenflähe AEGC fo zur Rechten der Grundfläche FEG 
geneigt, wie die ihr congruente Seitenfläche hfbd zur Linfen 
von cdb geneigt ift. Ganz baffelbige gilt von den Neigungen 
der Seitenflächen AEFB und hdcg, fo wie audı von CGFB 
und fbeg. Betrachtet man die homologen Körperwinfel, z. B. 
jenen bei E-und bei d, fo it zwar CAEF—= X hdc,. feruer 
X AEG=3hdb und XFEG=Xcdb; allein beide Körpers 
winfel fönnen nicht fo in einander. geftellt werden, daß fie fich 
deden, Man kann dieſelbe daher ebenfalls ſymmetriſch 
gebildete Körperwinfel nennen. Eben diefes gilt von jeden 
zwei andern homolog liegenden Koͤrperwinkeln. 

8) Da dreieckige Pyramiden die einfachften eigen Körper 
find, fo fei (Fig. 380) ABCD eine folcye fchiefe Pyramide, 
zu welcher die fommetrifche conftruirt werben fol. — Man 
verlängere die Ebene der Grundfläche DBC, in ihr audy die 


„ Kinie DB, nehme BH nad Belieben, made HF=BD und 


befchreibe über HF ein dem Dreiecke BCD ſymmetriſches Dreied 
HGF. Nun fälle man aus A auf die Ebene der Grundfläche 


BCD das Loth AJ, ziehe BJ, ID, mache AFLH in der Ebene 


HGF congruent und fymmetrifch den A DJIB, errichte in L 
auf Die Ebene FGHL das Loth LE, nehme LE JA und ziehe - 
EF, EG, EH, fo if die fchiefe Pyramide EFGH mit der 
gegebenen ABCD ſymmetriſch. Der Beweis hierüber ift leicht 
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zu führen. — Auch flieht man ſogleich, daß bie vieredigen 
Pyramiden ABCDJ und EHGFL ebenfalls fommetrifche find. 

b) Da ſich foınmetrifch gebildete Körper nicht decken, ſo 
muß: ihre Gleichheit auf andere Art, als durch eine bloße 
Erflärung, wie Eutlides gethan hat, bewiefen werben. 

Es fei (Fig. 381) ABCDEFGH ein fchiefed Parallelos 
pipedum, ADHE feine Diagonalebene, fo ift zu beweiſen ‚ daß 
Prisma ACDHEG = Prisma ABDUFE. 

, Man halkjre CG in L, errichte LM in der Ebene CH und 
LJ in der Ebene CE fenfrecht auf CL und ziehe JM, fo find 
CG, AE, DH auf der Dreiedöebene JLM lothrecht. Wird 
nun das fchiefe Parallelopipedtum AH von ber über JM vers 
Iängerten Dreieddebene LIM durchfchnitten, fo entfteht das 


Rechteck LIMK, worauf CG, DH, BF und AE Iothredht ift. 


Run verlängere man die CG, AE, BF und DH über G, 
E,Fund H bi GP=CL, EN=AJ, FO=BK und HQ= 
DM ift, und ziehe die Berbindungslinien PN, NO, OQ und 
OP, fo if NOQP ein dem Rechtecke IXML congruentes Rechteck. 
Auch ift hierdurch ein fenfrechtes Parallelopipedum IQ ent 
ftanden, welches durch den Diagonalfchnitt IJMON in zwei 


congruente dreiedige Prismen LIMONP und IJKMQON getheilt 


werden fann, und es ift der Körper CADMJL dem Körper 
GEHOQNP, und der Körper ADBKMJ dem Körper EHFOQN 
vollfommen congruent. Hieraus entfteht folgende Zufanmens 
ſtellung 
Koͤrper ACM 8 Körper EGQ 
Körper JLH = Körper JLH 
Körper (ACM + JLH) = Körper (EGQ + JLH) 
d. h. Prisma ACH —= Prisma ILQ. 
Zerner iſt auch 
Körper BDI_ Koͤrper FHN 
Körper KME Korper KME — 
Körper (BDJ + KME) = Kcrper (FHN + KME) 
d. h. Prisma BDE — Priema KMN. Es war aber 
Prisma ILQ 5 Prisma KMN ; folglich Fift 
auch Prisma ACH = Prisma BDE, 


380 

i) Man fehe über biefen, für bie Körperlehre fehr wichtigen 
Sap Meine Abhandlung: Der 28. Sag des XI. Buchs der 
Elemente ded Euclides, geprüft und neu erwieſen. Mainz, 
1818 b. Kupferberg. 33 ©. 4t mit 1 Steintafel, woris 
diefer Gegenftand ferner entwidelt und mit hiftorifchen Nach⸗ 
richten weiter erläutert worden ift. 

CCXXXXVI. Zum 29. Sage. a) Da bie beiden 
Parallelopipeden, welche über der nämlichen Grundflaͤche ſtehen 
und deren Seitenflächen in einerlei Ebene fallen, eine dreifach 
verfchiedene Lage haben können, fo muß audy der Beweis nach 
diefer dreifachen Lage geführt werden. Euclides hat nur 
ber einen diefer drei Lagen erwähnt und fid in feinem Bemeife 
anf die bekannte 10. Erklärung diefes Buches bezogen, - welche, 
wie nun befannt ift, nicht ald Beweisgrund gebraucht werben 
kann. | 

b) Die erfte Lage der zwei Parallelopipeden tft jene, 
in welcher die Seitenfläche bes erften zugleich die Diagonal⸗ 
ebene des zweiten wird. Hier ift nun C Fig. 382) Prisma 
AMHEGC = Prisma GBPCMH (CCXXXXV) und Prisma 
GBPCMH =Prisma MNOHBP; folglich auch Parallelopipedum 
"AP = Parallelopipedtum MP. 

c) Nach der zweiten Lage (Fig. 383) fällt die Seiten⸗ 
ebene CMPB des zweiten Parallelopipedumd CQ mit ihrer 
obern Grenzlinie CM in die Oberfläche NDGA des erfien Pas 
rallelopipedums NQ. Hier überzeugt man fich leicht, daß die 
beiden dreieckigen Prismen NCMABP und DVFGOO einander 
congruent find. Wird nun zum erften der Körper CDGMBOQP 
gefegt, fo entfleht das erfte Parallelopipedum NQ, und febt 
man zum zweiten Prisma eben biefen Körper, fo entfteht dad 
andere Parallelopipedum CQ, welche daher ebenfalls einander 
gleich feyn müffen. 

d) Sn der dritten Lage (Fig. 384) fällt die obere 
Grenzlinie TS der Geitenflähe TSBG des erften Parallelo⸗ 
pipedums NQ in die Oberfläche MFRH des seiten 'FQ und 
fehneidet daher die Seitenfläche MHQC in der geraden Linie 
OU. — Hier it nun, wie man leicht findet, dad Prisma 

\ 
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TSNPGB dem Prisma FRMHCQ congeuent. Nimmt man von 
jedem das Fleinere breiedige Prisma TSMHOU hinweg, fa 
ift Körper HUBPMOGN = Slörper RSUQFTOC. Gept man 
beiderfeitd das dreiedige Prisma UBOOGE . hinzu, fo wird 
NQ = TQ. 

CCXXXXVII. Zum 30, Sage. Diefe vierte Lage ber 
beiden Parallelopipeden wird man deutlicher in der (Fig. 385) 
erfehnen. Hier befinden fich Aber der Grundfläche PDGQ die 
zwei SParallefepipeden OF und OR, welde, der Annahme 
gemäß, gleiche Höhen haben. Daher liegen ihre Oberflächen 
BH und VT mit PG in einer Parallels&bene, Wird daher 
BF über F, CH über H, ferner SV über V und. TR fiber R 
verlängert, fo entiteht das Parallefogramm NMOA, weiches 
der Grundflähe PDGQ congeuent ift. Zieht man nun NP, 
MD, OG und AQ, fo muß, nach dem 29. Sage, Parallelos 


‚ pipedum MQ — Parallelopipedum BG und chenfo auch MQ 


= Parallelopipedum TP feyn, folglich ift audı hier BG= TP. 

CCXXXXVILU. Zum 31. Sage. Diefer Beweis fans 
auch auf folgende Art geführt werden. 

a) Wenn ſich Über der Rhomboide ABCD (Fig. 580) ein 
ſchiefes Parallelopipedum. - befände, fo verlängere man bie 
Ebene feiner Oberfläche, errichte aus A, B, C, D vier Rothe 
auf AC bis zu jener Ebene und verbinde die Endpuncte gehörig, 


ſo entfieht ein ſenkrechtes Parallelopipedum, welches dem 
gegebenen fchiefen gleih am Inhalte ift (29. u. 30. Satz). 


b) Wenn über der Rhomboide BCD (fig. 387) ’ein 
fentrechtes Parallelopipebum fteht, fo I&Bt ſich daffelbe in ein 
ihm gleiches von der nämlichen Höhe verwandeln, beffen 


Grundflaͤche ein der gegebenen Rhomboide gleiches Rechteck ifk, 


Denn wern man AE auf DC und BF auf ihre Berlängerung 
Iothrecht zieht, fo it ABFE=ABCD. Nimmt man hun vor 
bem gegebenen Parallelopipebum das ſenkrechte Prisma weg, 
befien Grundfläche das Dreied AED ift und ſetzt daffelbe 
gehörig an BCF, fo muß das neu entftehende Parallelopipes 
dum über dem Rechtecke ABFE dem guerft- gegebenen über 


ABCD gleich ſeyn. 


! 
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c) Wenn (fig. 388) fich über dem Nechtede ACEG ein 
lothrechtes Parallelopipebum befindet, und man fehneidet dafs 
felde nadı dem Diagonalfchnitte GC, legt dann in der belies 
bigen Entfernung AH eine fchneibende Parallelebeite HD und 
durch die Durchfchnittslinie bei J eine mit CE parallele ſchnei⸗ 
dende Ebene BF, fo find die beiden lothrechten Parallelopipeden 
über den Grundflächen AJ und JE gleih am Inhalte Denn 
das Prisma über GAC ift jenem über GEC, jenes über GHJ 
dem über GFJ und das über JBC jenem Aber JBC congruent; 
folglich] bleiben ale gleiche Differenzen die beiden lothrechten 
Parallelopipeden über AJ und JE übrig. 

d) Run feien (Fig. 389) die beiden Parallelogramme 
ABCD und FGHJ von gleicher Größe, fo muͤſſen auch die über 
ihnen ftehenden gleich hohen Parallelopipeden gleich an Inhalte 
feyn. Denn ABCD ift dem Rechtecke aus AE und DC; FGHJ 
aber dem Rechtecke aus GK. und IH glei. Daher find auch 
die Parallelopipeden über beiden Rechteden einander gleid). 
Macht man nun Rechte! ABJIH (Fig. 388) = FGHIJ, dann 
BC=DC, zieht CJ, verlängert fie, bie fie die verlängerte AH 
in G fchneidet,, zieht durch G die GE mit AC, durch C die CE 
mit AG gleichlaufenb und verlängert HJ nach D und BJ nad 
F, fo it ABJIH==JDEF; allein ABJH Rechteck aus AE 
und DC; folglich Rechteck aus AE und DC = Redhtedt IDEF. 
Run find die Parallelopipeden über AJ und JE einander gleich. 


Folglich müffen es auch die uͤber FH und AC ſeyn. pr 


e) Da jedes dreiedige Prisma die Hälfte des ihm ent 
forechenden Parallelopipebums ift, fo find auch. alle. Dreiecdiige 
Drismen von gleichen Grundflaͤchen und Höhen gleich am 
Körperinhalte, wenn gleich ihre Grundflaͤchen nicht congruent 
find. — Auch fann man leicht ein gegebenes dreieckiges Prisma 
in ein ihm gleiches Parallelopipedum von derfelbigen Höhe, 


und umgefehrt, verwandeln. 


f) Auf ähnliche Art. koͤnnen mehrere gegebene dreiedige 


Prismen ober PBarallelopipeden von einerlei Höhe in ein eins 


ziges Prisma oder in ein einziges Parallelopipedum verwandelt 
werden, welches ihnen zuſammengenommen gleich iſt. 
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g) Da man jedes vieledige Prisma, wie fich Teicht durch. 
Zeichnungen nadjweifen laͤßt, durch Diagonalebenen in foviele 
dreiedige Prismen theilen laͤßt, als die Grundfläche Seiten 
hat, weniger zwei, fo müflen auch alle mehredigen Prismen 
einander gleich ſeyn, wenn fie gleiche Grundflächen und Höhen 
haben, obwohl diefe Grundflächen Vielede von verſchiedener 
Seitenzahl find. Das nedige Prisma kann in n—2 dreiedige 
Durch Diagonalflächen zertheilt werden. 

COXXXXIX. Zum 32. Sape. a) Es wird bei biefem 
Sage vorausgeſetzt, daß die Grundflächen der beiden Parallelos 
pipeden foldhe Parallelogramme find, wovon eines nicht als 
Verlängerung des andern angefehen werben kann. . Wäre bas 
eine in ber Verlängerung bed andern, fo if die Behauptung 
bereits. oben (35. Sag) bewiefen. Bezeichnet man diefe Körper 
mit P, p, ihre Höhen mit H, h und ihre Grundflächen mit 

G, 8, ſo iſt, bei h. 
pP: » =G:g 

b) Auch verhalten fich zwei: Parallelopipeben von gleicher 
Grundfläcdye wie ihre Höhen. Denn wenn (Fig. 375) BDGF 
als die gemeinfchaftliche Grundfläche angefehen wird, fo errichte 
man über diefelbe ein Iothrechtes Parallelopipedum BM, deffen 
Höhe IB der Höhe des Lleinern gegebenen und ein zweites 
lothrechtes BH, beffen Höhe AB jener des größern gegebenen 
gleich if. Hier muß BM dem ffeinern. und BH dem größern 
gegebenen Parallelopipedum gleich feyn, Nimmt man nun, 
wie oben (CCXXXXIL), das Feine Paralleiopipedum AQ ale, 
Maß von AG und von JG, fo it AQ fo oft in AG und in 
IG enthalten, wie oft AN in AB und in -JB enthalten if. 
Folglich muß fih AG: JG == AB: JB verhalten. Nach der 
vorigen Bezeichnung (in a) if alfo, bi G==g, 

P:p=H:h. 

c) Wären nun bei zwei Parallelopipeden ſowohl bie 
Grundflächen. ale die Höhen ungleich, fo conftruire man ein 
drittes = m, welches mit P die Grundfläde = G und mit p 
die Höhe = h gemein hat. Hier ift num 


Rn = 
z:p=G:g, folglich 
"pP: Z6xH:gxh 
d. h. Parallelopipeden von verfehiedenen Grundflähen und 


P: 








Höhen fichen in einem zuſammengeſebten Verhaͤumiſe ihrer 


Grundflaͤchen und Hoͤhen. 

d) Da dreiedige Prismen bie Hälften der ihnen entfpres 
chenden Parallelopipeden find, fo gelten die bier (a,bu.c) 
entwickelten Properiionen auch von dreiedigen Prismen. Da 
vieledige Prismen fich durch Diagonalebenen in breiedige 
theilen Jaffen, deren Summen jene Körper find, fo haben diefe 
Proportionen auch bei vieledigen Prismen überhaupt Statt. 

CCL. Zum 33. Sage. a) Es fei (Fig. 377) Prisma 
AKLGJH ähnlid dem Prisma ACBDFE, fo ifi, wenn dieſes 
durch P und jenes durdy p, die Grundfläche DEF mit G, GHJ 
mit g, die Höhe AD mit H und AG mit h begeichnet wird, 

P:p=G6Gx<H:gsx<h 
Mein da G ca g, fr ift auch 
G : g= DE«T : GHk folglich 
P: p=DEIX<H: GHixh 
&iber es iſt DE:GH—=H: hi, folglih auch 
P:p=DE@AXx<DE : GHıXx Gib. h, 
P:p = DE? : GH? und daher auch 
 P:p=DF? : GW =AD : AG». 

Er Da ähnliche breiedige Prisinen die Hälften von aͤhn⸗ 
lichen Parallelopipeden find, fo ſtehen auch ähnliche Parallelor 
pipeden im Verhältniffe der Würfelzahl: ihrer ähnlich liegenden 
Seiten. — Da ferner Ähnliche vieleckige Prismen aus ähnlichen 
dreiedigen befiehen, und die Summen gleichvieler ähnlicher 
Theile fich wie diefe Theile einzeln genommen verhalten, fo 
verhalten fich. überhaupt alle aͤhnliche vieletfige prismatifche 
Körper wie die Würfelzahl ihrer homologen ‚Seiten. 

c) Bezeichnet man diefe aͤhnlichen edigen Prismen mit P 
and p, ihre homologen Seiten mitS und s, fo ift, fürSis—=2:1 
nun auch P:p=8:1.: Fir Sis= 3:1 würde P:p==27:1n.f.w. 
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Märe (Fig. 377) AL—=1/,AB und das leinere Priama 
dem größern ähnlich, fo würde jenes = 1/, von diefem ſeyn. 
Man kann diefes auch dadurch zeigen, daß das größere durch 
acht kleinere, unter fich gleiche genau ausgefüllt werden kann. 

d) Wenn a, b, c, d vier gerade Linien bedeuten und es 
ifta:b=b:c=cid, fo ir auch a: dab) Denn 


2 
hir wid d= = und c = —, folglich aud) i=: —:ıb= 


> * 
22 daher ft nın a:d=a '3= a3:b3, Nennt man hier. 


Die über a und b befchriebenen Ahnlichen edigen prismatifchen 

Körper P und p, fo ift P:p=sa?:b?, folglih auh P:p=a:d. 
CCLI. Zum 34. Sage. a) Es feien die gegebenen 

Parallelopipeden P und p, ihre Grundflächen G und g, ihre 

Höhen KH und h, fo ift, nach dem Frühern, 

P:p=zGx<H:gx<h 

- Wenn nun P = p ift, fo muß audı 

Gx<H=,g< h und folglid, 

G:g=h:H 

feyn, welches die erfte. Behauptung dieſes Sages iſt. 

b) Wäre aber G:g=h:H, fo müßte auch H 

626 und folglich P=p ſeyn, welches die gweite Behanps 

"tung ift. | 

e) Was hier von Parallelopipeden bewieſen iſt, gilt eben 
ſo von eckigen prismatiſchen Koͤrpern überhaupt, wie aus dem 
Bisherigen hervorgeht. LER 

d) Daher: find alle edige prismatiſche Koͤrper einander 
gleich, wenn die Producte aus ihren Grundflaͤchen in ihre 
Hoͤhen einander gleich ſind, obwohl ſie verſchiedenartige Grund⸗ 
flaͤchen haben, und man kann leicht vermittelſt dieſes Satzes 
einen dieſer Körper. in. einen andern ihm gleichen von gang 
anderer Geftalt verwandeln. 

CELIL Zum 35. Sage. Ein Cheil- der Hypotheſis 
dieſes Satzes fegt voraus, Daß man aus dem Scheitelpuncte D 
des ebenen Winfels 'EDF eine Linie DL fo auf deifen Ebene 
ſtelle, daß fie mit DE und mit DF die naͤmlichen Winfel 
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bilbet, welche die aus A auf die Ebene des ihm gleichen Wins 
kels BAC gezogene Linie AH mit AB und mit AG bildet. 
Allein, wie wird diefer Bedingung entfprochen? — Am Eins 
fachften durch Anwendung des 26. Sabes, wodurch der Körpers 
winfel bei D jenem bei A gleich gemacht wird. Iſt dieſes 
gefchehen, fo fällt DL länge AG. Zieht mar nun aus H auf 
die Ebene BAC dag Loth HJ, und zieht JA, fo entfteht der 
Winkel HAI. Wird nun in der verlängerten AH der Punct 
G genommen und aus ihm das Loth GK auf BAC gezogen, fo 
muß daffelbe in die Verlängerung von AJ eintreffen. Denn da 
GERK und HJ Lothe auf BAC find, fo find fie mit einander parallel, 


und liegen fomit in eimerlei .Ebene. Allein HG liegt in der ' 


Ebene AHJ, folglich muß ſich auch Gk in diefer Ebene befinden. 

CCLII. Zum 36. Sage a) Es feien a, b und e bie 
drei gerade Linien, bei welchen die fletige Proportion a:b = 
b:c Statt findet, fo ift ace—b* d. h. das Rechteck aus a und 
ce ift dem Quadrate von b gleih. Da aber aud) abe =b? 
ſeyn muß, fo ift das lothrechte Parallelopipedum aus a, b und 
c dem Würfel aus b glei. Wären aber a, b und c die drei, 
an einem Körperwinfel liegenden Seitenfanten eines fchiefen, 
Parallelopipedums, fo wäre dieſes fo groß, als ein gleich 
kantiges fchiefes von dem nämlichen Koͤrperwinkel, deſſen Kante 
= bb if. 

b) Wäre (Fig. 201) JE ein Iothrechtes Parallelopipedum 
und FE:ED=ED:EGC, fo würde diefer Körper dem Würfel 
‚über ED gleid) ſeyn. Denn 
Prpom. JE : Würf. ED= FE. EG. ED: ED?. Allein 

es it FE. EG. ED = ED?®, folglich auch 
. Prpd. JE —= Würf. ED. 

CCLIV. Zum 37. Sage Wenn A, B, c; D vier 
gerade Linien als homologe Seiten von vier ahnlichen Parallelor 
pipeden find, und ee ir A:B=C:D, fo muß auch A?:B? 
== C? :D? feyn. Allein jene Körper verhalten fich wie bie 


Würfel diefer Linien; folglich müffen auch diefe vier Körper 


einander paarweife proportionirt feyn. Eben fo einfad) it der 
Beweis des umgekehrten Satzes. 
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CCLV. Zum 38. Sate. Diefer Sa fann auch fehr 
‚ einfach auf folgende. Art bewiefen werden. Man ziehe aus F 
' auf AD das Loth EG und aus G auf AD in der Ebene AB 
das Roth GF, fo fteht EG auf AB lothrecht. Wenn nun die 
GE nicht in ber Ebene CD läge, fo müßte das aus G auf 
AD in der Ebene CD gezogne Loth in der Ebene EGF ents 
weder dieſſeits ‚von GE oder jenſeits von GE: liegen, welches 
beides unmöglich ift, weil aus G auf FG in der Ebene FGE 
nur ein Loth möglich ift. 

CCLVI. Zum 39. Sage Auch Iädt ſich die Bahr 
heit diefes Satzes auf folgender Art’ bequem überfehen. Da 
die Ebeneri DA, JM und F& mit einander parallel find- und 
alle drei. von der Ebene DEGB gefchnitten werden, fo find 
auch die Durchſchnittslinien TR ımd EG parallel: Daher M 
A DES w ADEG und folglich DT:DE=TS:EG; afleih 
es ift DT=W\,DE; folglich aud TS =\/,E6. Es if abet 
EG TR, folglich TS 1, TR. 

CCLVII. Zum 40. Satze. a) Der Sinn und Vvewelt 
dieſes Satzes kann auf folgende Art ſehr faßlich uͤberſehen 
werden: Es fei (Fig. 390) ACBDFE ein dreieckiges: Prisma, 
man verlängere deffen Grundfläche DFE, nehme FH=DF, 
ziehe EG mit DH gleichlaufend, nehme EG = FH und ziehe 
GH, fo ift FEGH ein Parallelegramm = 2: A'!BFE. Zieht 
man nun die geraden CH und BG; fo ift CHHBEG kin dreis 
eckiges Prisma ,. welches‘ dem: vorhin genannten gleich ift, 
weıl man nur dad Parallefopipedum FJ zu ergängen- braucht‘, 
um ſich zu überzeugen, daß jedes ber. beiden. gendunten breis 
edigen Prismen die Hälfte davon if. m. rt \ 

b) Noch theilen wir folgenden Beweis. bitfed Satzes mit, 
wenn XADE=XADF=3XDFE=R if - Hier': haben die 
rechtwinfeligen Dreiece CFH: und DFE einerlei ‚Höhe HF = 
DF, folglich ift- Zr EEE 
N CEH : A DFE = CF : FE, daher: ift 

A CkH x FE = A DFE >x< CF und folglid) 
Pricria CFHBEG = Prisma ACBDFE. 


a. ae 
. ‚ ’ 
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Anmerfüngen 
sum 
zwölften Bude bes Euclide®, 


CCLVIII. Zum 1. Sage. a) Ein anderer Beweis biefes 
Satzes iſt folgender. Wenn man alıd den Mittelpuncten beider 
Kreife, N und O die Halbmeſſer NC, ND und OH, OJ nad 
den Endpuncten zweier homologen Seiten CD und HJ zieht, 
fo find? CND und HOJ zwei gleichfchenkelige Dreiede. Da 
sun, wenn man AC, AD und FH, FJ zieht, wegen A ABC 
oA FGH; A AED ww A FKJ md A BAE A GFK 
auch ZBAC=3XGFH, XEAD=3CKFJ und x BAE= 
I GFK, und folgliy XCAD=3CHFJ ift, fo muß and 
ZCND=3CHOJ und fomit ACDNAHJO feygn. Nun 
it, wenn man das größere Polygon mit P, das fleinere mit 
p bezeichnet , 

P:p= CDs . Ha, allein 
CDa : HJa = CNa ; OHa= BLa: GMı, 
folglich pP: p= BLa: GM. 

b) Wäre BL==2GM, fo müßte P:p=1:4 ſeyn. Und im 
Allgemeinen, wenn BL:GM=n:1 ift, fo muß P:p=n?:1 ſeyn. 

CCLIX. Zum 2. Sage. a) Einer der Hälfsfäge zu 
bem Beweiſe dieſes Satzes ift der erfte Sag bes X. Buches, 
welchen Euclides auf folgende Art darftellt, 

Wenn zweit ungleiche Caber gleichartige) Größen (Fig. 
391) AB und C gegeben find, und man nimmt von ber groͤ⸗ 
fern AB mehr als die Hälfte, von dem bleibenden Mefte 
wiederum mehr als die Hälfte und fo fort, fo bleibt einmal 
ein Neft, welcher Kleiner als die Kleinere Groͤße C ift, 


Es fei DE ein Bielfaches von C und größer ald AB. 


Man theile DE in die, der C gleiche Theile DF, FG, GE, 


\ 
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nehme von ber AB mehr als ihre Häffte d. 6. BH und vom 


Reſte AH wieder mehr als ihre Hälfte d. h. HJ’ und dieſes fo 
lange, bis in AB foviele Abfchnitte als in DE find, 
Da nun AB<DE und von AB mehr als die Hälfte, BH, 


von DE aber weniger als die Hälfte, EG, weggenommen 


wird, fo ift der Reſt AH<DG. Folglich da von AH mehr 


als bie Hälfte, HJ, von DG.aber nur die Hälfte, GEF, wege 


enommen wird, fo ift der Re AJ<DF:: Nun it DF=C, 
alfo auch AJ<C, 
Auf gleiche Art wird ber Beweis geführt, wenn bei ber 


größerr.AB das Weggenommene immer nur die Hälfte beträgt. 


b) Der vorhergehende Hülfsfag laͤßt fi auch fo beweiſen. 
ern a<b und mit ihm gleichartig ift, fo muß ein Glied 


der Reihe: 2a, 3a, da, 5a...... na einhal größer werden 


als b. Diefes ift für fich felbft einleuchtend. Daher muß audy 
in der Reihe: 2a, Aa, 8a, 16a, 32a,.... 2ua ein foldhes 


Glied >b feyn, und folglich muß auch umgekehrt in der Reihe 


bbb:b b h 
2’.8’ 8’ 16° 32°" 2m 

ce) Wenn D und d die Durdjmefier F und .f die Flachen 
zweier Kreiſe bezeichnen, fo iſt für D’d=2:1 sber=3:1, 
oder = A:ı, oder S n: 1, nun auch Fıf==A:1, oder 


— einmal ein Glied <a feyn. 


== 9:1, oder = 16:1, oder =n??1. 


d) Wenn man die Durchmefler zweier Kreife Iothrecht aufe 


„einander ftelt und die Hypotenuſe zieht, fo ift biefe ber Durchs 


meffer eines Kreiſes, welcher den beiden gegebenen zufammens 


‚ genommen gleich if. Auf ähnliche Art können mehrere Kreife 


in einen einzigen verwandelt werden, fo wie auch die Differenz 
zweier Kreife durch einen Kreis dargeftellt werden kann. Ueber⸗ 
haupt kann man Alles, was in biefer Hinſicht oben (LXXIII.) 
von den Quadraten bemerkt wurde, nun uch auf die Kreis⸗ 
flaͤchen anwenden. 

CCLX. Zum 3. Satze. a) DaB die beiden fleinen 
Pyramiden einander congruent find, folgt, nach dem Fruͤhern 
(CLXXXXVIIL), nicht daraus, weil fie von gleich vielen, 


‚ gleichen und ähnlichen Ebenen begrenzt find, fondern daraus, 


N 


Bo 


daßedie Koͤrperwinkel bei A und H, -bei:E md), bei G; und 
K,.unt bei: U!: uud D auch. einander. decken. - Daher Tonnen 
beide dreiedfige Pyramiden ſo in’ einander geſtellt werden/ daß 
fie nur eine einzige biiden. 
b) Auf: gleiche Art wird auch die Aehnlichkeit der bei⸗ 
den kleineren Pyramiden mit der gegebenen Pyramide erkannt. 
‚. CCLXL: Zum 4 Sage. Mar kann fich andy, : zum 
Behufe des Beweiſes, die Lothe non A auf BGC und von D 
auf EHF denfen; welche, nach der Annahme, einander gleich 
find. Daher: find: ach. ihre Hälften gleich. und es iſt 
JOKBLN : PRQOETV = BEN. ETV, folglidy:.. 
JOKBLN +-OLMKNC : PRQETV + RTSQVE — BLN: 
ETV == BGC : EHF, Werten nun die Fleinera Pyramiden 
auf gleiche Art getheilt, ſo iſt, wenn mas die in ber 'erften 
entfichenden Prismen mit 5 und bie in ber andern eutſte henden 
mit s bezeichnet, audy jegt wieder - .: ; 
247 .Si 3» == JIOK : PRO = BGC : EHF 
und eben diefes gilt auch von allen folgenden Prismen... Daher 
verhält fich die Summe aller Prismen. in der erften Pyramide 
zur Summe ?aller, durch eine: gleich 'vielfache Theilung der 
zweiten PByramide.entfiehenden Prismen:, wie BGE : EHF. 
. CCLXU. Zum 5. Sage a) Wan’pflegt diefen, der 
Stereometrie fehr wichtigen Sag’ aud auf folgende Art zu 
beweiſen. &8.feien bie Pyramiden (Fig. 392) ABCD und 
EFGH von einerlei Höhe aber;verfchiedenen Grundflächen BCD 
und FGH. Wird nun jede derfeiben in fehr Fleiner Ents 
fernung von-der Grundfläche ‘parallel .mit.ihr und beiberfeits 
in gleichem Abftande gefchnitten, fo entftehen die beiden Körper 
bedBCD und fshFGH, welde ‚als dreiedige Prismen von 
einerlei Höhe zu betrachten find und fomit ſich wie ihre Grund» 
flächen verhalten. Fährt man fa fort, beide Pyraniiden durch 
ähnliche Parallelebenen zu theilen, fo hat bei allen. paarweiſe 
hierdurch entſtehenden Körpern eben dieſes Berhältniß Statt, 
und die Summe aller Prismen in der erften Pyramide muß ſich 
zur Summe aller Prigmen in der zweiten. Pyramide verhalten, 
wie ſich BCD:FGH verhält. Allein diefe Summen bilden, da 
\ ) 
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beide Pyramiden gleiche Höhen haben , den Inhalt dieſer 
Pyramiden. Folglich it auch ABCD:EFGH—=BCD:FGH. 

b) €8.ift alfo leicht, eine dreiedige Pyramide zu bilden, 
welche mit. einer gegebenen dreiedigen einerlei Höhe hat und 
in irgend einem beftimmten Verhaͤltniſſe ihres Inhaltes gegen 
fie eben fol, Wären die Grundflächen diefer Körper G und 
g, und daß gegebene Berhältuiß —= min, fo dürfte man nur 
G:g=m2n machen, um der Koderung zu entfprechen. . 

CCLXIL Zum 6. Sage. a) Jede vieledige Pyramide 
Tann naͤmlich durch Diagopalflaͤchen in fo. viele dreiedige 
getheilt‘ werden, als die Grundfläche Seiten hat, weniger 
zwei; folglich Die nedige- in n —2 dreiedige. . Denn jedes 
geradlinige n Eck kann durch Diagonalen, welche aus einem 
Winkelpuncte ausgehen, in n — 2 Dreiecke getheilt werden, 
und durch jede dieſer Diagonalen und durch die Spitze der 
Pyramide geht eine Diagonalebene, welche von der gegebenen 
ypyramide eine dreieckige abſchneidet. 

b) Wenn eine viereckige Pyramide mit einer dreiedigen 
gleiche Grundflaͤche und Hoͤhe hat, ſo haben beide gleichen 
Inhalt. Es ſeien (Fig. 393) EFGHJI und ABCD dieſe Pyra⸗ 
miden, fo theile man die erſtere durch die Ebene EFH in die 
zwei dreieckigen EFJH und EFGH. Hier iſt nun 
EFJH : EFGH = FJH : FGH, daher 
EFJG + EFGH : EFGH = FJH + FGH : FGH, db, h. 
EFGHJ : EFGH = FGHJ : FGH, allein 
EFGH : ABCD = FGH : BCD, folglich 
EFGHJ : ABCD = FGHJ : BCD. Run ift 
FGHJ = BCD, folglidy auch 
|  EFGHJ = ABCD. - 

c) Wenn alfo überhaupt mehrere Pyramiden gleiche, aber 
verfchiebenartige Grundflächen und einerlei Höhen haben, fo 
find fie gleich am Inhalte, Es läßt fich daher eine. gegebene 
3edige in eine ihr gleiche 4, 5, 6... nedige von der näms 
lichen Höhe, und umgekehrt verwandeln. 

CCLXIV. Zum 7. Sage. a) Anfchaulicker als in der 
Zeichnung des Enclides geht diefer Sag aus dem dreiedigen | 
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Prisma ACBDFE (Fig. 394) hervor. Wenn eine Ebene burch 
die Puncte C, D und E gelegt wird, fo entfteht die breifeitige 
Pyramide CDFE, welche mit dem gegebenen Prisma Brunds 
fläche und Höhe gemein hat. Auch bleibt eine vierfeitige Py⸗ 
ramide, deren Grundfläche ABED und deren Spitze C ift, 
Abrig. Wird Diefe nun durch die Ebene DCB in zwei drei⸗ 
edige ABDC und DEBC getheilt, fo haben biefe ebenfalls 
unter fich gleiche Grundfläche und Höhe. Allein die Pyramide 
ABDC laͤßt fich auch fo anfehen, baß ACB ihre Grundfläche 
und D ihre Spige if, wo fie denn mit der erfien Pyramide 
CDFE Grundflaͤche und Höhe gemein hat. — Folglich haben 
bie drei Pyramiden einerlei Grundfläche und Höhe und daher 
auch gleichen Inhalt. 

b) Daher: ift jede dreieckige Pyramide der fechite Theil 
eines Parallelopipedums , welches mit ihr gleiche Grundfläche 
und Höhe hat. Auch kann jede dreiedige Pyramide hierdurch 
in ein ihr gleiches dreiediges oder auch mehrfeitiged Prisma 
oder Parallelepipedum von derfelbigen Höhe verwandelt werben, 
denn man barf nur die Grundfläche des dreiedigen Prisma's 
= 1% oder jene des Parallelopipedbums —=1/, der Grundfläche 
der gegebenen Pyramide machen und ben Körper von ber 
nämlichen Höhe mit ihr vollenden. 

c) Alle früher von edigen Prismen bewiefenen Verhaͤlt⸗ 
niffe müffen daher nun auch von dreiedigen Pyramiden gelten. 
Es werden dieſe Körper mit P und p, ihre Grundflächen mit 
G und g, ihre Höhen mit H und h bezeichnet, fo ift, bi G=g 

P:p=H:h,wmwbi H=h 
P:p=GYrg und überhaupt 
P:p=Gx<H:gx<h, 
daher P=p, wenn Gx<H=g><h d. h. wenn G:g=h:H it. 

d) Daher ift es leicht, jede gegebene Pyramide in ein 
ihr gleiches Prisma von gleichem Inhalte, aber von verfchies 
dener Grundfläche und Höhe mit ihr, und umgekehrt, zu vers 
wandeln. Ueberhaupt ift der allgemeine Sag bewiefen: 

Alle edige pyramidalifche und prismatifche Körper fichen im 
sufammengefegten Berhältniffe ihrer Brundflächen und Höhen. 
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: CCLXV. Zum 8. Sage. a) Wenn bie Pyramide (Fig. 
395) DNMG in dem willführlichen Puncte B durch die mit 
NMG parallele Ebene BPC geſchnitten wird, fo ift die Kleine 
Pyramide DBPC der ganzen aͤhnlich. Iſt nun DU ein Loth 
von D auf NMG, fo muß daffelbe die Grundfläche BPC in 
einem aͤhnlich liegenden Puncte Q fhneiden ; fo, daß, wenn 
NU und BO gezogen wird, dad ADNUWADBO ift, wie 
man feicht findet. Run ift 

DNMG : DBPC = NMG x DU: BPC x DQ. auem 

NMG : BPC = NMa«e:: BPa und 

NM : BP = DU:DQ, folglid auch 

-. DNMG : DBPC = NMs>< NM : BPa>< BP. 

Allein NMaı>< NM ftellt- ein Parallelopipedum dar, deſſen 
Grundfläche ein Quadrat und deffen Höhe der Seite dieſes 
Quadrats gleich if. Daher ift NMı>< NM der Wuͤrfel von 
der Seite NM und BPa>< BP der Würfel der- Seite BP. 
Folglich ift der Sag bewieſen. — Ein ähnlicher Beweis hat 
bei ähnlichen vieledigen Pyramiden Statt. 

b) Wenn DB:DN=14:9, vder=1:3, oder =irä, 
ober überhaupt = 1:n ft, fo muß auh P:p=1:8 oder 
= 1:27 oder = 1:64, oder überhaupt =1:n? ſeyn. Da 
(Fig. 209) AJ= 1Y,AB ift, fo muß AJOK = 1/,ABGC ſeyn, 
wie auch die unmittelbare Gonftruction lehrt, da AJOK = 
OLGM und jede von beiden = 1/, JOKBLN = 1/, LOMNKC iſt. 

CCLXVI. Zum 9. Sage. Diefer Sag ift bereits oben 
(CCLXIV, c) als leichtes Corollarium erwiefen worden, und 
zwar nicht bloß für dreiedige Pyramiden, wie Euclides 
hier thut, fondern für vieleckige jeder Art. ' 

CCLXVU. Zum 10. Sage. a) Bleihwie Euclides 
in dem erſten Kalle dieſes Beweifed gezeigt hat, daß bie, in 
den gegebenen Eylinder befchriebenen Prismen zufammengenoms 
men den Inhalt des Cylinders fo genau darftellen, daß der 
Unterfchied weniger als irgend eine angebliche Größe beträgt, 
fo fann vollfonmen auf gleiche Art bewiefen werben, daß die 
Summe ber auf diefelbigen Grundflächen diefer Priemen 
befchriebenen Pyramiden von der nämlichen Höhe auch dem 
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Juhalte des Kegels, von derfelbigen Grundfläche und Höhe, 
fo nahe koͤmmt, daß der Unterfchieb Kleiner ift, als jede angeb⸗ 
liche Größe. - Daher kann jener Eylinder ald die Summe der 
bemerften Prismen und diefer Kegel als die Summe der 
bemerften. Pyramiden angefehen. werben, Allein diefe legtere 
Summe iſt!/, der-erftern, folglich maß and) der Kegel ?/, des 
Splinders von derfeibigen Grundfläche und Höhe feon. -. - 

b) Nach dieſer Darftellung fang jeder Cylinder ald ein 
priömatifcher und jeder Kegel als ein:ppramidalifcher Körper 
von unendlich vielen Seiten angefehen werden, ‚welcher mit dem 
Kegel oder Eylinder einerlei Höhe hat. Daher werden alle 
jene Verhaͤltniſſe, welche biöher von den edigen prismatifchen 
und poramidalifchen Körpern bewiefen find, auch, von ben 
Eylindern und Kegeln gelten. : Wenn daher C und c zwei 
Splinder, K.und k zwei. Kegel, H und h ihre Höhen und 6 
und g ihre Grundflächen bedeuten, fo ift, bi H=h, 

‚G:e=G:gaud- 
| K:k=G:g;, ferner, bei. 
s:G=giffC:c=H:hub 
; K:k=H:b,; dam. 
C:c=K:k=GXx<H:g>h, und wenn 
„G:H= g.:h if, fomuß au C= ec oder K=k ſeyn. 
‚Euclides beweifer indeffen diefe Säge noch befonders 
md zwar auf ähnliche Art, wie er den 10. Sag bewiefen hat. 
r - CCLXVII. Zum 11. Sage Daher ift es leicht, 
mehrere Splinder pder Kegel in einen Cylinder oder Kegel 
von bderfelbigen Höhe zu verwandeln ,. welcher den gegebenen 
sufammengenommen gleich ift. Auch laͤßt fich jeder Kegel in 
einen ihm gleichen Cylinder, und umgefehrt ein Cylinder in 
einen ihm gleichen: Kegel von der nämlichen Höhe verwandeln. 
Auf Ähnliche Art laͤßt fich der Unterfchieß zweier Cylinder 
oder Kegel von gleicher Höhe darftellen. Auch fann 1/,, 1/2, 


2/,. und überhaupt — eines gegebenen Cylinderd oder Kegels 


in einen Cylinder von der nämlichen Höhe verwandelt werden. 
Sn allen diefen Aalen darf nur die zu findende Grundfläche das 
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angenebent Verhältniß zu haben, Damit es auch-von den Koͤr⸗ 
pern ſelbſt gelte, welche mit’den gegebenen, einerlet Höhe haben, 

CCLXX. Zum 1% Sage a) Diefer Satz fegt die 
Auflöfung der Aufgabe. voraus: Eylinder. und Kegel zu con⸗ 
ſtruiren, welche einander aͤhnlich find.: Es ſei ( Fig. 396) 
ABCD' ein ſenkrechter Cylinder, fo. iſt ſeine LAre EF auf der 
Gyundflaͤche lothrecht. Nimmt mant nun hier AB) AG = ABa 
AD, in der Zeichnung wie 132, und bildet einen ſenkrechten 
Cyuyliuder: ALIG, deſſen Are IK ebenfalls auf GH lothrrecht 
ſteht, fo iſt dieſer kleine Chlinder dem groͤßern aͤhnlich· Wirh 
aber ein · gegebener Kegel ABC (fig. 397) durch. den willkuͤhr⸗ 
lichen Punct E. durch eine Ebene parallel-mit der Grmdfläche 
geſchnitten, -fo iſt der Kegel "AEF ebenfalls dem-ganzen Kegel 
ABC aͤhnlich.“ Auch hier hat man AD:BC=AG:EF. "-i 

b) :Heberhaupt verhalten ſich ähnliche Sylinder und: Kegel 
wie die Würfel ihrer: aͤhnlich liegenden Beitenlinien. Wäre 
z. BU (Fig: 396) AG: AD—=1:2, forwärde auch Cylinder 
AH: Cyl. AC= 1:8 fegn: Eben fo wäre auch (Fig. 3975 
Keg. AEFi Reg. ABC=1:8;; wenn AE:AB= 1:2 wäler.ü 
CCCLXX. Zum 18. Satze. Ein anderer Beweis dirfed 

Satzes Ät folgender: Es“ fei-tFig. 398) ABHG ein gegebeher 
Eylinder, welcher: in dem willführlichen Panct E von:der Ebene 
- EF parallel mit GH gefchnitten wird, fo ſoll beiviefen werden, 
daß-'fiih Eyl. :AH:Cyl. EH =AG:EG verhält, -- 

"Da die Linien AG und EG ein gemeinfchaftlichese Maß 
haben, fo fei CG daſſelbe. Legt. man durch C, mit GH gleiche 
laufend, eine Durchſchnittsebene, fo entftcht ein Fleiner Eylins 
ber CH; welcher fo oft in AH und EH enthalten ift, wie oft 
es CG'in AG und in EG il. Wäre daher AG—= m.LG 
und EG=n:CG, fo muß auch AH=m.CH mdEH—n.. 
CH und folgliy AH: EH=m:ın= AG:EG=JL:KL feyır, 

ft der gegebene Eylinder ein fenkrechter, fo find AG und 
EG zugleich die Höhen des ganzen und des kleinern Cylinders. 
Wenn er‘ aber fhief ift, Te fieht man leicht, daß fich diefe 
Linien fo zu einander verhalten, wie ‚Die von A und Erauf GH 

gefaͤllten Lothe. 


CCLXX1. Zum 14. Sage a) Enclides fegt hier, 
da er die Aren als Höhen angibt, fenkrechte Eylinder und fenks 
rechte Kegel voraus. Es muß aber gezeigt werden, daß die 
Behauptung auch won ſchiefen Körpern gilt. 

Der 11. Sag, nad) welchen ſich fowohl Eyliuder ale 
Kegel von gleichen Höhen wie. ihre Grundflaͤchen verhalten, 
hat nicht bloß bei ſenkrechten, fondern, wie man ſich leicht aus 
dem Beweife Hberzeugt , : auch bei ‚fchiefen Körpern Statt. 
Wenn daher ſchiefe Eylinder und Kegel gleiche Höhen haben, 
fo verhalten fie fidy ebenfalls wie ihre Srundflächen. 

b) Daher find zwei ſchiefe Sylinder oder zwei ſchiefe Kegel 

einander gleih, wenn fich bei gleichen Grundflächen und vers 
fehiedener Schiefe, gleiche lothrechte Höhen haben. Man fan 
daher jeden gegebenen Cylinder oder Kegel leicht in einen 
andern, ihm gleichen verwandeln, defien Are irgend einen 
gegebenen Winkel mit feiner Grundfläche bildet. 
ı 0) Wenn nun (Fig. 399) die zwei Cylinder ABCD und 
EFGH gleiche Cin einerlei Ebene liegenden) Grundflächen DC 
und HG, aber verfchiedene Höhen BJ und FL, auch verfchiedene 
Schiefen haben, fo verlängere man nur die Ebene EF bis 
MN, fo ift Eyl. EG = Eyl. MC und NO = FL. Da aber 
Gyl. AC : Eyl. MG=BJ : NO, fo muß auch Eyl. AG : Eyl. 
EG = BJ : FL ſeyn. 

d) Da die Kegel,. ald Drittbeile ber ihnen entfprechenden 
- Sylinder, mit ihnen gleiche Berbältniffe haben, fo gilt diefer 
Sag auch von den Kegeln. Auch können durch Hülfe deſſelben 
diefe Körper leicht in einander verwandelt werben. 

CCLXXU. Zum 15. Sage. .a) Es feien C und c zwei 
Eylinder, G und g ihre Grundflächen, H und b ihre Höhen, 
fo denfe man fich einen dritten Cylinder &, der eine Grunds 
flaͤche G und eine Höhe h hat. Hier ift 

C:&=H:h (a4. Sag) und 

€E:c =6G.:gcıt. Say) folglid 

G:c =GXx<H:g>x<h. Wenn nun 
6=<H= gx<h,b h. 

G:g=h: RA 
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it, fo muß auch C==c ſeyn. Wäre aber C=c, fo müßte 
ah G<H—g><h und folglich G:g=—h:H feyn. 

Daß eben dieſe Verhältniffe auch von Kegeln gelten, ver 
ſteht ſich nunmehr von ſelbſt. 

b) Daher iſt nunmehr, wenn P und p prismatiſche und 
syramidalifche Körper überhaupt, mit Einfchluß der Gylinder 
und Kegel, G und g ihre Grundfläcken, H und h ihre Höhen 
bedeuten, ganz im Allgemeinen bewieſen: 

1. BiG=gifP:pzH:h 

2. Bi H=hift P:p=G:g 

3. BeiG>gmH>hifP:p=G>x<H:gXh 

4. BiGx<xH=gÄ<hiffipP=p. 

5. 8diP=piftiG<xH=gÄ<h 

c) Rach diefen Sägen ift ed num fehr Teicht, prismatifche, 
pyramibalifche , cylindriſche und fegelförmige Koͤrper gegen, 
feitig in einander zu verwandeln und ihrer Groͤße nad, mit 
einander zu vergleichen. 

CCLXXIII. Zum 16. Sage. Daß das von J auf BD 
gefällte Loth IK nicht in G eintreffen kann, folgt baraus, 
weil dann aus G auf BG zwei Lothe, GA und GJ Statt 
hätten, was unmöglich ift. Eben fo wenig fann diefes Loth 
zwifhen G und E eintreffen. Aber von J nach D kann ed 
auch nicht fallen. Denn wenn man aus bem Mittelpuncte bes 
Kreifes nach J einen Halbmeffer zöge, fo. entflände über JD 
ein gleichfihenfeliges "Dreied, worin ber Winkel bei J auch 
ein rechter wäre, was wiberfprechend ift. 

CCLXXIV. Zum 17. Sage a) Wenn concentrifche 
Kreife um ihren feften Durchmeſſer als Arenlinie rings umher 
gedreht werden, fo entfichen hierburdy concentrifche Kugeln, 
welche in biefem Sage ald Hypotheſis zum Grunde liegen. 

b) Daß jede Kugel, durch eine Ebene gefdjnitten, einen 


Kreis ald Durchfchnittsfläche gebe, "folgt nicht mit hinlaͤnge 


licher Strenge aus ber citirten 14. Erklärung des XI. Buchs. 
Daher fiele (Fig. 400) FANBH eine Kugel, C ihren Mittels 
punet und APBQ den Durchſchnitt derfelben durch eine Ebene 
vor. Zieht man hier aus dem Mittelpuncte C auf diefe Ebene 
Das Loth CD, nimmt bie willführlichen Puncte E und J an 
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amd zieht DE, DF, CE und CJ, fo find die Dreiece CDE 
und CDJ rechtwinfelig. Da num in:ihnen CE—CJI; und 
auch DE=MI ift, fo muß DE==DJ ſeyn. Auf. ähnliche Art 
wird: bemwiefen, daß D von jedem Puncte in dem Umfange 
AEQJIBP gleichweit entfernt. ift. Daher ‚muß diefe Umfanges 
Hinie ein reis feyn. 

.Da DEI= CEI— CD ift und CD immer Heiner wird, 
je näher die Durchfohnittsebene :dem Mittelpuncte ruͤckt, fo 
müffen die entftehenden: Kreife hier immer größer werden. — 
Fuͤr einen Schnitt durch den Mittelpunct ift CD=0, folglich 
DE=CE und. man erhält den größten Kreis d. 5. jenen, 
aus deffen Umdrehung die Kugel entftanden if. Wirb CD= 
CN=CE, fo entfteht fein Durchſchnittskreis mehr. 

CCLXXV.. Zum 18. Sage a) Hier verbienet der 
von Archimedes zuerſt bewiefene Sag eine Stelle, nad 
welchem bie ‚Kugel, ihrem Eörperlichen: Inhalte nach, zwei 
Drittheile eines Cylinders beträgt, deſſen Grundfläde ihr 
größter Kreis und deffem Höhe ihr Durchmeffer ift. 

Es fei (Fig. 401) BMA ein Halbfreig, aus B,.C und A 
feien die Rothe BD=CM=AG errichtet und die Linien DM, 
MG, CD, CG gezogen, fo it CMOA ein Quadrant, CMGA 
ein Quadrat und. CMG ein rechtwinteliges Dreieck, welchen 
allen die Linie MC gemein iſt. 

Werden num diefelben um diefe Linie MC, als feſtſte hende 
Are, einmal ganz umher bewegt, fo beſchreibt der Quadrant 
die Halbfugel, dad. Quadrat einen ſenkrechten Cylinder und 
Das rechiwinfelige Dreied einen. fenfrechten. Kegel, , welche 
Körper die Höhe MC gemein haben. 

Wenn nun die mit BA parallele Ebene QF: biefe drei 
Körper durchſchneidet, ſo hat der. Durchſchnittskreis im Cylinder 
die Linie NF, jener in der Halbkugel bie NO und. jener im 
| Kegel die.NH zum Halbmeſſer. © 

- Zieht man nun CO, fo ift CO NOs NEn. Allein 
CO=CA=NF, und NHZ-NC, daher auch NF<— NOs+ 
NHa. ‘Da fich aber die Kreisflächen.: wie die Quadrate .ihrer 
Radien verhalten. fo ift der Kreis um NF fo groß, als.Bie 
Kreife um NO: und um NH zuſammen. N „37 u. 


\ 
\ 
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Denft man fih nun eine zweite Durchfchnittöebene mit 
QF gleichlaufend und fehr nahe bei ihr, fo Liegen zwifchen 
beiden drei Eylinder von gleicher Höhe, deren einer einen 
Theil des großen Cylinders, der andere einen Theil der Halb⸗ 
kugel und der dritte einen Theil des Kegels bildet. 

Weil ſich nun Cylinder von gleichen Hoͤhen wie ihre 
Grundflaͤchen verhalten, ſo muß der zuerſt genannte Cylinder 
den beiden andern zuſammengenommen gleich ſeyn. 

Allein dieſes Verhaͤltniß gilt auch fuͤr jede andere drei, 
zwiſchen zwei ſolcher Parallelebenen enthaltenen Cylinder, und 
da bie Koͤrper gleiche Höhe MC haben, fo koͤnnen aus jedem 
foviele ſolcher Eylinder erhalten werden, wie aus dem andern. 
Folglich ift der aus Umdrehung von MCAG entftehende Cylinder 
ſo groß, als die Halbkugel und der Kegel zufammengenommen.. 
Da aber lesterer ein Drittheil jened Cylinders ift, fo muß die 
Halbkugel zwei Drittheile deffelben. betragen und bie ganze 
Kugel dem doppelten Gylinder d. h. einem folchen gleich feyn, 

deſſen Grundfläche der größte Kugelfreis und deſſen Höhe ihr 
Durchmeſſer iſt. 

B) Wenn alſo zwei Kugeln von verſchiedenem Durchmeſſer 
gegeben find, fu iſt jede 2/, des Cylinders, der ihren größten 
Kreid zur Grundfläche und ihren Durchmeſſer sur Höhe hat. 
Diefe zwei fenfrechte Cylinder find aber einander Ähnlich und 
verhalten fih wie die Würfel ihrer Durchmeffer. Folglich 
fiehen alle Kugeln im geraden Verhältniffe der Würfel ihrer 
Durchmeſſer. Wenn diefe Durchmeffer wie 1:2, oder wie 1:3, 
oder überhaupt wie 1: n find, fo verhalten fich die Kugelraͤume 
wie 1:8, ie 1:27, oder wie 1:n?. Bezeichnet man diefe 
Durchmeſſer mit D, d, die Peripherien ihrer groͤßten Kreiſe 
mit P,-p,:die Fiachen dieſer Kreiſe mit F, ẽ, ſo in 

| )»D:d =P:p 
93,7D?:d=F:fwb- 
3)D’:d—=K:k, 
wenn dieſe Kugeln mit K, k bezeichnet werben. 





Anhang 


Da gegenwärtige. Schrift als Lehrbuch ber Elementar 
Geometrie dienen fol, worin die theoretifchen Säge von der 
Berechnung der Figuren und Körper nicht fehlen dürfen, fo 
muß hier das Nöthigfte Davon vorgetragen werden. 

CCLXXVI. Berechnung der ebenen gerablinigen 
and gemifchtlinigen Figuren. 

a) In dem VBorhergehenden (LXXV, a-—e) find bereits 
die allgemeinften Begriffe und Hälfsfäge von Ausmeflen geraber 
Linien und rechtwinkeliger Parallelogramme entwidelt worden. 
Um dieſe Lehre hier etwas weiter auszuführen, bemerfe man, daß 
eine willtührlicdy gewählte gerade Linie, ald Einheit des Längen 
maßes, der Fuß genennt wird. Sein zehnter Theil wird 
Zoll und des Zolles zehnter Theil wird Linie genennt. Eine 
Länge von zehn Fuß heißt eine Ruthe. Die Zeichen für 
Ruthen, Fuße, Zolle und Kinien find, in der genannten Ord⸗ 
nung, diefe: 9, ', ", und es bedeutet z. B. 18° Gr zur zu 
foviel als 18 Ruthen, 6 Fuße, 5 Zolle und 7 Linien, 

Bei diefer zehntheiligen Unterabtheilung find die Reduc⸗ 
tionen höherer Maße in niedere, und umgekehrt, fehr einfach. 
So ift 3. B. 249 = 240’ = 2400 ==24000"' 5 ferner 16° 8 = 
468’ — 1680" = 16800’; weiter 323° 5’ 37 3253 — 
32530’; dann 8° 77 3 50 — 87355 desgleichen 12° 30 — 
4203’ = 412030”; ferner 18° 7" = 18007'" u. f. w. 

Umgefehrt ift 48327" = 48° 31 a" Zt; weiter 30084" — 
30° 8’ 4"; ferner 40008" = 40° gr u. f. w. 

Wenn nun eine gegebene gerade Linie nicht vollfommen 
genau mit Ruthen ausgemeffen werden kann, fo beflimme man 
noch die in ihr enthaltenen Fuße. Bleibt auch hier noch cin 


- 


\ 


| 401 
Reſt, fo drüde man ihn durch Zolle and, und wenn biefed 
noch einmal der Fall iſt, durch Linien. 

b) Die gewöhnliche Einheit des Flaͤchenmaßes iſt der 
Quadratfuß d. h. ein Quadrat, deſſen Seite die Laͤnge eines 
Fußes hat. Hieraus ergibt es ſich ſogleich, was man Qua⸗ 
dratruthe, Quadratzoll und Quadratlinie nennt. Die 
Zeichen find dieſe: q° q’ qu gr und es heißt 4610 180 a7wr 
87 foviel ald 46 Duadratruthen, 18 Q. Fuße, 27 8. Zolle 
und 8 D. Linien. 

Aus dem, was oben (LXXV, d) über die Ausmeffung bee 
Quadrates bemerft worden ift, gebt deutlich hervor, daß 11° 
= 100%; ferner 17 = 100%;  Deögleichen 17 — 100Wr iſt. 
Daher find auch bier Die Rebuctionen fehr einfach. Es if 
3. B. 381° = 83004’ = 830000" = 83000000”; ferner 241° 
16% = 2416,' = 2416007’ = 2416080009"; desgleichen 361° 
gar 1507 — 3624157" — 36241500W". Yuch if 120 gr 
42087. — 1208009; oder 237° 6° 84 — 23060008W7 4, f. f. 

Umgefehrt ift auch 58726344 == 51° 8777 269 34; ferner 
36004008%" — 361° a0u". gun; beögleichen 400005 W7 — 4040 
bumu. f. w. 

c) Um nun den Flaͤchenin halt der Rhomboide ABCD (Fig. 
387) zu finden, ziehe man von A auf DC dad Loth AE und 
don B auf die verlängerte DC das Loth BF, fo ift ADCB —= 
=—=AEFB Wird nun EF und AE gemeffen und ein Product 
beider Maße gebildet, fo fielt dieſes Die Menge der quabdratis 
ſchen Maßtheile vor, welche dad Rechteck AEFB und fomit 
auch die Rhomboide ADCB enthält, . Da EF=DC ift, fo 
fann man auch das Product aus den Maptheilen von DC in 


jene von AE als den Suhalt derfelben betrachten. . Daher ent 


fieht die Negel: Der Flächeninhalt einer Rhomboide wird 
gefunden, wenn das Map ihrer Grundlinien mit dem, Maße 
ihrer fenfrechten Höhe multiplicirt wird. Da die Ebene der 
Rhomboide nicht mit guadratifchen Maßtheilen genau aus 
gefüllt werden fann, weil jene feine rechte Winkel, ſondern 
fpige und ftumpfe enthält, fo wird fie erft in ein ihr gleiches 
Rechterk verwandelt, bei welchem dieſes möglich iſt. 

26 
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Es fi DC=1ıs? A uub AE=—= 4° #, fo it ADCB = 188 
>< 86 = 3464 8420 61. — Wäre DE = 6° 37 8" und 
AE=1° y 3", fo würde ADCB = 633 >< 193,— 1231334" — 
420° it 34V", 

d) Wäre (Fig. 389) ABCD eine Raute und AE ein Loth 
von A auf DC, fo würde dag Product aus dem Maße von DC 
in jenes von AE ihren Flaͤcheninhalt darfiellen. Denn fie if 
einem Rechtecke glei, deſſen Grundlinie = DC und deſſen 
Höbe = AE. Beifpiele in Zahlen laffen fih, wie vorhin, 
leicht berechnen. N 

Sept man das Maß der Grundlinie eines gegebenen Pas 
rallelogrammd = g, das Maß feiner Höhe —=h, fo ftellt das 
Product g><h feinen quadratifchen Inhalt im Allgemeinen 
Dar. Benennt man diefen mit f, fo it :g=h ud ffh=g. 

e) Ter Inhalt eines rechtwinfeligen Dreieds ADC 1 Fig. 
267) worin AD==DGC oder IJML (Fig. 269 ) worin JM <ML 
ift, wird gefunden, wenn dad Maß der einen Ca:hete DC 
sder ML mit jenem der andern Cathete DA oder MJ multis 
pliciet und das Product halbirt wird. Denn wenn das 
Duadrat ABCD ober das Rechteck MKLM ergänzt wird, fo 
it A ADC = 1/, Quadr. ABCD und A JML = 1/, Recht. 
JKLM. | 

Für JM = 8° 4 und ML = 17° 3’ wird A JML = 
air 42 x 173= 712667 — 79% 66%. 

Sest man die Orundlinie, ihrem Maße nach, S g. ebenfe 
die Hoͤhe h und die Flaͤche S, fo iſt f= Ex" _1/,g>ch 


=1,h>x<g, wobei mit Bequemlicfeit 1/, g oder 1/, h ale 
Factor genommen wird, wenn g oder h eine gerade Zahl if. 
Ferner wird fig =h und f:!1, hg, oder auch f:g= 
Ya hu fih=1/g. 

f) Um den Inhalt dee foigwinfeligen Dreieds DER ( $ig. 
350) zu berechnen, ziche man dag Loth DJ von D auf EK umd 
erinnere fi nun aus den frühern Sägen, daß es die Hälfte 
des Rechtecks ift, welches ER zur Grundlinie und DI zur Höhe 
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bat. Daher muß audı hier das Maß von EK mit jenem von 


DJ multiplicirt .und diefed Product halbirt werden. 

Es fei EK = 44° st md DJI= 12° 4, fo iſt ADEKS 
1408 „it _ = 1408 x 620 = 872960% = 877° 29% 60%". 

‚Auf ähnliche Art wird auch dad Rumpfwintelige Dreied 
berechnet, ber. welchem das Loth auf die Verlängerung der 
Grundlinie fallen kann. Allein, vom Scheitel des flumpfen 
Winkels gezogen, fällt e& immer innerhalb des Dreiede, Auf 
gleiche Axt tönnte audy ber Inhalt des rechtwinteligen Dreleds 
gefunden werden. 

g) Das Paralleftrapez ABDC (Fig. 271) wird durch die 
Querlinie BC in zwei Dreitde ABC und BCD getheilt, welche, 
in Bezug auf die Grundlinien AB. und CD, einerlei Höhe, 


nämlich den Abſtand der Parallelen AB und CD haben, Sept 


man benfelben = h, nimmt CD = G und =, fo ift 


_\__6xh h 
ABDC = —— al+nx,= LS, 0. 


der Inhalt des Paralleltrapez wird gefunden, menn das Maß 


der: Summe feiner Parallelfeiten mit dem halben Maße ihres 
gegenfeitigen Abftandes multiplicirt wird. 


Es ſei G=_24° 8, g=18° 9 und h 9° ar, fo. wirb. 


2 
ABDC = (248 + 182) X = 430 x 46 = 197807 = 


19749 80r. 


Ein Trapez überhaupt wird berechnet. indem man es vurch 
eine Diagonale in zwei Dreiecke theilt, dieſe nach ihrem Inhalte 
beſtimmt und ſummirt. Man wählt hierbei eine ſolche Diago⸗ 
nnale, auf welche jedes der zwei von. den ihr gegenüberliegenden 
Epigen der Dreiede gezognen Lothe trıfft, um das. wirkliche 
Meffen einer vierten Linie zu erfparen. Benennt man mit G, 
H und h das Maß biefer Diagonale und dex beiden Lothe auf 


G<H .G>:<h H+rh 
fie, fo in + urn, = (SE) 


der allgemeine Ahdbrod des Inhaltes. 
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h) Da jedes gerablinige Viele durch Onerlinien in Dreis 
ede getheilt werben fann; fo, baß in einem gerablinigen 
n@de hierdurh n— 2 Dreiede entfichen,, fo beredyne man den 
inhalt jedes dieſer Dreiede und ihre Summe gibt den Flaͤchen⸗ 
raum des Vielecks. Es ift zwedmäßig, die Diagonalen fo zu 
jiehen, daß jede, wo ed nur immer möglich iſt, als Grundlinie 
zweier ſich gegenuͤberliegenden Dreiecke angeſehen werden kann. 

Auch kann bei einer vielſeitigen, ablang geſtalteten gerad⸗ 
linigen Figur nach ihrer ganzen Laͤnge eine gerade Linie mitten 
durchgezogen werden, wodurch ſie in zwei Theile getheilt wird. 
Zieht man nun von jedem zu ihren beiden Seiten liegenden 
Winkelpuncte ein Loth auf diefelbe, fo entfichen Parallel 
trapeze, welche auf die oben (8.) bemerkte Weiſe leicht bes 
gechnet werden fönnen. Addirt man zu ihrer Summe bie an 
den beiden Endpuncten der Querlinie Tiegenden rechtwinfeligen 
Dreiede, fo it die Summe der Inhalt der gegebuen Figur. 
Zeichnungen, welche diefes erläutern, find fehr leicht zu ents 
werfen. | 

i) Soll der Inhalt einer Figur beffimmt werben, welche 
zum Theil von einer krummen Linie eingeſchloſſen iff, fo tritt 
der für das practifche. Beduͤrfniß hinveichende Grundſatz ein: 
Man kann in jeder Trummen Linie fo Meine Theile nehmen, 
daß fie, ohne bedeutenden Fehler, ald gerade Linien zu bes 
trachten find. Obwohl nun die Theile der frummen Linien 
feloft wieder frumm find und immer frumm bleiben, fo nähern 
fie fi) doch immer mehr dem Geraden, je Lleiner fie genommen 
werden. Wenn nun eine Figur auf der einen- Seite durch 
MWinfellinien, auf der andern aber durch eine krumme Linie” 
umgrenzt ift, .fo ziehe man vom Anfange zum Ende biefer 
legtern eine gerade Linie Durch diefelbe, nehme in der frummen 
Linie fo Heine Stüde, daß ſie ohne merkbaren Fehler für gerade 
gehalten werden, ziehe aus dem Endpuncte eines jeden ein 
Loth auf dieſe Querlinie, fo entftehen ebenfalls mehrere Paral⸗ 
‚ Ieltrapege, welche nach dem Vorigen leicht berechnet werben 
Können. Wird nun hierzu der Inhalt der noch entfichenden 


Dreiecke addirt, fo ift die Summe der Inhalt der gegebenen 
Figur. Erläuterungen durch Zeichnungen find leicht zu geben. 

Auf ähnliche Art laͤßt ſich auch der Inhalt einer Figur 
beredynen, welche rings umher in eine krumme Linie einge⸗ 
ſchloſſen iſ. 

CCLXXVII. Kreisrechnungen. a) Es iſt aus dem 
Vorhergehenden bekannt, daß der Halbmeſſer eines Kreiſes zu⸗ 
gleich auch die Seite des in ihn beſchriebenen regelmaͤßigen 
Sechsecks if. Wenn daher (Fig. 124) AG GB AB, ſo 
iſt AB die Seite des regulären Sechsecks in dem mit GA aus 
G befchriebenen Kreife. Dentt man ſich nun aus G ein Loth 
auf AB, da, wo es biefelbe fohneidet, ein’J und da, wo es 
den Bogen AB halbirt ein M, und zieht die geraden AM und 
BM, fs (tAM=BM. Setzt man nun GA=AB=1, ſo iſt 


| 3 
AJ=1/ und ed wird GJ= Yu-W=Yy nz. Run 


it IM=GM—- GJ=1— Y2 und kann ebenfalls berechnet 


werden. ferner wird AM=./ (1, — IMS) und ift daher 


ebenfalls leicht zu berechnen. Es ift aber AM die Seite des 
in den Kreis zu befchreibenden regelmäßigen 12 Ed. Folglich 
fann die Größe diefer Seite und folglich auch ber Umfang 
dieſes 12 Ecks Leicht beſtimmt werden. 

Durch eine diefer ganz ähnlichen Rechnung findet man aus 
ber Größe der Seite deö regelmäßigen 12. Ecks jene des 24 Ecks; 
aus biefer wiederum jene des 48 Ecks, des 96 Ecks und jedes 
folgenden regelmäßigen Doppelecks. Auch ergibt ſich hieraus 
der Umfang jedes dieſer regelmaͤßigen Vielecke, und es geht 
aus den fruͤhern Saͤtzen der Geometrie hervor, wie hierdurch 
der Umfang jedes um den Kreis beſchriebenen regelmaͤßigen 
6 Ecks, 12 Ecks, 24 Ecks, 48 Ecks n. ſ. f. berechnet werden kann. 

b) Der Erſte, welcher den Umfang des Kreiſes durch 
regelmaͤßige Vielecke, in und um denſelben beſchrieben, zu 
beſtimmen ſuchte, war der hochberuͤhmte Archimedes, geboren 
zu Samos im J. 287 v. Chr. Geb. und im 79. Jahre feines 


- Alters bei der Eroberung von Syracus durch die Römer von 
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einem Soldaten ermordet. Er berechnete, fo unvollkommen 
auch die Arithmetik der Griechen gewefen ift, den Umfang 
eined in und um den Kreis befchriebenen regelmäßigen 96 Ecks, 
zwifchen welchen die. Peripherie dieſes Kreiſes nothwendig 
fallen muß. Er fand, daß das Verhaͤltniß vom Durchmeſſer 
um Umfange des Kreiſes Kleiner fei, ald 72:22, aber größer 
als 71: 223. Sept man 
7: aa =1 2: z.und 

71:233=1 :Z, fo wird 

z — 3,13090965 .... und 

2 = 3,14232657 .... 
und die Peripherie muß > z aber < Z feyn. Allein feine 
Rechnungen find nicht mit gehdriger Schärfe geführt... Denn 
genauere Berechnungen geben 

z = 3714105232... und 
‚Z = 3,10273679 .... Ä 

zwifchen welche des Kreifes Umfang liegt. Wollte man * 
für. die Größe dieſes Umfang fegen, fo wäre hierzu fein geo⸗ 
metrifcher Grund vorhanden, und es bleibt zur genauern Bes 
ſtimmung nichts übrig, als die innern und Auffern Vielecke in 
Bezug auf ihre Gettenzahl zu verdoppeln und ihre Umfänge 
durch fehr muͤhvolle Rechnungen befiimmen. Daıi:z=1:3,14.. 
und 1:2—=1:3,14... folglich au 1:2= 100: 314 und 1:2 
=100:314 ift, fo fagt man gewöhnfich, der Durchmeffer 
des. Kreifes verhalte fich zu feinem Umfange, wie 100:314, 
welches Verhaͤltniß für mancherlei Anwendungen hinreichend 
genau iſt. 


c) Durch aͤhnliche Rechnungen hat Rudolph van Ceulen 


dieſe Annäherungen bie zu rereimäßigen Bieleden von saufend 
Million Seiten mit unglaublicher Muͤhe fortgeführt in der 
Schrift: Van den Cirkel, daerin gheleert.werdt te vinden de 
naefte Proportie des Gırfeld Diameter tegen fonen Omloop. 
Deif 1596. Später ging er noch weiter und fand, daß fih 
der Durchmeſſer zum Umkreiſe verhalte wie 
1:3,141592 6535389 793238 462643 383279 5028 ... 
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In nenern Zeiten bat man noch mit weit größere Sährfe 
folgende Berhältniß gefunden: 


1:3,14159 26535 89793 93846 
26133 83279 . 50288 41971 
69399 37510 53209 74984 
59230 78164 06236 120899 
86330 34825 . 34211 70679 
821158 08651 32823 06617 

- 00384 46005 50582 236136... 


Diefe Zahl 3,14... wird gewöhnlich mit — bezeichnet. 

d). Sol nun zu einem gegebenen Durchmefier = d die 

Peripherie = r berechnet werden, fo if die Proportion diefe: 
., 14. =d:dr 
und dr ſtellt hitfen; Umfang in Zahlen dar, 

Für d == 10° wird p= 31° y rom... Kür d= 10009 
wird p = 3141° 5’ gr gr... Für d=15° wird p=15xX 
3,14159.... 

Um für einen gegebenen Umfang den Durchmeſer zu finden, 
ſebe man die Proportion 

a:1=p:d, 
p 


wodurd d= n wird. Da aud d=px- it, fo berechne 


man den Werth von in Zahlen. Es ift nämlich -= 
0,31830988618379067153... Wäre nun p == 1000°, fo würde 
hiernah d= 318° 37 0” gr u, f. w. 

e) Auch kann, bei gegebenem Durchmeſſer und dem in 
Graden gegebenen Mittelpunctswinfel, die Größe-des ihm 
zugehörigen Kreisbogens berechnet werden, Denn ed wird 
fich immer 360° zu dem gegebenen Winfel verhalten, wie fich 
Die ganze Peripherie zu dem zu, findenden Bogen verhält. 
Sest man diefen Winkel = n°, 
=p, fo ift hier | 
360° :n° =p:xund 


n | 
wow“ Pr 


die Peripherie des Kreifes - 


_ 
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Sarg ‚auf ähnliche Weiſe kann man aus der gegebenen 
Groͤße eines Kreisbogens und aus der Zahl der Grade, welche 
der ihm zugehoͤrige Mittelpunctswinkel enthaͤlt, den Durch⸗ 
meſſer des Kreiſes berechnen, Iſt der gegebene Bogen =b, 
die Zahl der Grade des gegebenen Winfeld = n°, fo ift 

n° : 3600 =b:p, 


| 360 
woraus die Peripherie des Kreifes oder p= x b wird, 


woraus man fobann feinen Durchmeffer berechnet. 

. Zahlenbeifpiele fönnen fehr leicht berechnet werben. Auch läßt 
fi ich leicht folgende Frage beantworten: Wie groß iſt jener Mit⸗ 
telpunetswinkel in ‚einem gegebenen Kreiſe, deſſen Bogen dem 
Durchmeſſer dieſes Kreiſes, oder ſeinem Halbmeſſer gleich iſt? 

‚HD Die Kreisfläche iſt einem Dreiecke gleich, deſſen Grund⸗ 
linie feiner Peripherie, deſſen Höhe feinem Halbmeſſer gleich 
iſt. — Denn wenn man in einem Kreiſe ein Quadrat, dann 
ein regelmaͤßiges 8Eck, 46Eck, 320ck, 64Eck u. ſ. f. beſchreibt, 
fo iſt oben (XII. Buch, 2. Satz) bewieſen, daß man hier⸗ 
durch von dem Kreiſe mehr als die Haͤlfte, dann von dem 
Reſte wieder mehr als die Hälfte u. ſ. w. hinwegnimmt. 
Wenn aber dieſes immer fort geſchehen kann, fo bekoͤmmt 
man einmal einen Reſt, welcher kleiner als jede angegebene 
Größe iſt (CCLIX a u. b), folglich entſteht einmal ein regel 
mäßiged OEL im Kreife, welches demfelben fo nahe koͤmmt, 
daß der Unterfchied feiner Fläche von jener des Kreiſes Fleiner 
als jede gegebene Größe ift. Denkt man fi vom Mittelpuncte 
nach jedem Scheitelpuncte dieſes Vielecks eine gerade Linie, fo 
befteht der Kreis aus 20 congruenter Dreiede. Da aber, wie 
man leicht einfieht, die Summe der Grundlinien aller biefer 
. Dreiede Ebis auf etwas hoͤchſt unbedeutendes) der Peripherie 
des Kreifed und die Höhe eines diefer Dreiecke (ebenfalls ohne 
merfbaren Fehler) der Halbmeffer it, fo geht hieraus bie 
Wahrheit obiger Behauptung hervor, | 

g) Iſt daher die. Peripherie eines Kreifes Sp, fein Durchs 


meffer = d, fo.ift feine Fläche Fzrx d 


rx Da aberp= nd 


\ 
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, " d .d? 
ift, fo wird F=erdx,=nx 4 


meſſer bezeichnet, da das Quadrat ded Radius der vierte Theil 
vom Quadrate des Durchmefferd if. Für r=10° wid F= 
100 x 3,1915... 314° 1! 5" u. ſ. w. | 


F - 4 | 
DaF=r?r, fo tad-=r=Fx_- = Fx< 


0,31830988618379 ... folglid r=./ F>< 0,31830988.. ... = 
Y 0,31830988 ...></ F. Bird nun / 0,31830988 .... 
ein für allemal. berechnet, fo ift fie ein beftändiger Factor von 
N F und das Product gibt den Halbmeffer des Kreifes bei - 
gegebenem Inhalte, | 

h) Wenn der Durchmefler des Kreifes und die Größe eined 
Bentriwinteld in Graben gegeben ift, fo fann der Flächenraum 
des ihm eutfprechenden Ausfchnittes berechnet werden. Denn 
es verhält fich 360° zu no wie die ganze Kreisflaͤche fich au 
dieſem Ausſchnitte Fr „Daher wird hier Ä 

360° : = rn: A 


und folglich Ausfchnitt A = rr=r2n>x se Wird ber 


Zahlenwerth von diefem Bruce — 0 berechnet, fo iſt derfelbe 


ein beftändiger Factor von r?n, m An beftimmen. 
3604 _ 360, A 


en m” pry 


—rr2, wenn r ben Halbe’ 





nr?n 
As A=, wird nun ud n= 
Wird hier die Zahl = ein für allemal berechnet, fo darf fie 


, A far ’ 
nur mit multiplicird werden, um aus dem Halbmeſſer eines 


Kreiſes und der Fläche feines Ausſchnitts den Wintel dieſes 
Ausſchnitts zu finden. 

Nach dieſem Muſter koͤnnen auch andere, dieſen ähnliche 
Aufgaben behandelt werden. 
) Kreisabſchnitte werden berechnet, wenn man von ben 
ihnen entfprechenden Ausfchnitten die darin liegenden Dreiede 
wegnimmt. Die Groͤße der Ausſchnitte wirb nach bem Borhere 


dr 
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gehenden beftimmt; das Dreied aber aus dem Maße feiner 
Grundlinie und Höhe Cwenn fich nicht eine beffere Methode 
Darbictet ) berechnet. 

Die Fläche eines Ringes, d. h. des Unterfchiebes zweier 
concentrifcher Kreife wird, wenn der größere Radius =R, 
ber kleinere =r gefegt wirt, durch R?r — r?n = (R? — 1") x 
beftimmt. Sollte der Ring ein beftimmter Theil des 
größern Kreifes feyn, fo müßte (RB? — r?) = ein folder Theil 
von R?r, folglih R?— r? eben diefer Theil von R? feyn. 

Sollte z. B. der Ring den fechften Theil des groößern . 


Ä Ei 
Kreifed betragen, fo müßte auch = 6, folglich R?= 


6R2 -æ6r2 und ——6 daher 5R2—=6 r? und r?? = 
B/,R2 feyn. Run ift es leicht, eın Quadrat zu finden, mwelches‘s/g 
eined gegebenen ift (CLXIV.), folglich ift r hierdurch beftimmt, 

Auch laſſen fich richt die Ausfchnitte des Rings 
berechnen. 

CCLXXVIIL Berehnung ber Körper und ihrer 
Oberflaͤchen. | 
a) Das Map zur Bercchnung der Körper muß felbft ein 
Körper ſeyn. Zur Einheit. diefes Meffens wählt man den 
Cubikfuß, d.h. einen Würfel, deffen Seite einen Fuß beträgt. 
Denft man fi nun einen Würfel, deffen Seite einer Ruthe 
gleich ift, fo koͤnnen 10 Eubitfuße an diefer Seite neben eins 
ander und ebenfalls 10 derfelden an die audere Seite der 
Grundfläche nebem einander, und folglich A0mal 10 d. h. 100 
auf die ganze Grundfläche geftellt werden. Da nun auch 10 
Gubiffuße in der Seite, welche die Höhe der Eubifruthe bes 
ſtimmt, über einander zu ftellen find, fo muß der Raum der 
Cubikruthe 10 Schichten foicher Bubitfuße, in deren jeder fich 
100 befinden, d. b. er muß A00mal 40 oder 1000 Cubikfuße 
enthalten. Bezeichnet man die Gubifruthen mir <>, Eubitfuße 
mit <', Cubikzolle mit «"’ und Gubiflinien mit «’", fo hat man 
Ki 100°; il 1000“! ; jet — 1000“, 

b) Nach diefem find die Reductionen höherer Maßtheile in 
niedere, und umgefehrt, auch hier fehr einfach. Es iſt z. B. 


411 


B3co 425e = 83425°75 oder Abe 58: = A6058er, oder Tο AA 
gg — 70AA028e; ferner 14°0 19er 14000000012"! u. ſ. w. 

Auch ift umgefehrt 843250 = 840 325°; ferner 43298764." 
== Ager 298° 764er; oder 5300780004G- = 53° 7er 8boeH 
a6“ u. ſ. w. 

c) Soll nun ber Inhalt eines gegebenen Wuͤrfels gefunden 
werden, fo meſſe man feine Seite, fo genau ed möglich ift, 
durch Schuhe, Zolle, Linien; muftiplicire diefed Map zweimal 
mit fich felbft, fo zeigt das Product die Dienge der Eubifmaßs 
theile feines Inhalted. Denn es ift nach dem Vorhergehenden 
tar, daß der Raum des Würfeld durch die hier ‚gefundene 
Zahl der Subifmaßtheile genau andgefüllt werden kann. 

Es fei das Maß feiner Seite = 8° 5, fo iſt deſſen 
inhalt = 8025 X 8025 >< 8025." — 416815016695 «11 — = 416ce 
3150 46er Ha5eH, Wäre die Seite des Würfeld = % 4, fo 
. würde fein Inhalt 1x > 39309" 39er 304en 
ſeyn. 

d) Um den Inhalt eines ſenkrechten Parallelopipedums mit 
rechtwinkeliger Grundflaͤche zu finden, meſſe man ſowohl die 
Grundlinie und Hoͤhe der Grundflaͤche, als auch die Hoͤhe mit 
demſelbigen Maße, z. B. mit dem Laͤngenfuße, multiplicire 
dieſe drei Zahlen mit einander, ſo zeigt das Product die Menge 
der Cubikfuße an, welche der Koͤrper enthaͤlt. Denn wenn 
z. B. die Grundlinie der Grundfläche = 6" und ihre Höhe = 4! 
it, :fo können auf ihre Fläche 6><4= 24 Cubikfuße geftellt 
werden. Beträge nun die Höhe 8 Fuß, fo würden 8 Schichten 
von Subiffußen, deren jede 24 enthält, uͤbereinandergeſtellt, 
den Inhalt des Koͤrpers bilden, welcher daher — 21x88 = 
192° iſt. 

Soll der Inhalt eines fchiefen Parallelopipedums von 
ſchiefwinkeliger Grundflaͤche gefunden werden, ſo meſſe man 
die Grundlinie und die ſenkrechte Hoͤhe der Grundflaͤche, nebſt 
der lothrechten Hoͤhe des Koͤrpers mit einerlei Laͤngenmaße, 
maltiplicire diefeibe mit- einander, fo ſtellt das Product die 
Eubifmaßtheile deffelben vor. Denn es wird hier der Inhalt 
eines durchaus ſenkrechten Parallelopipedums gefunden, welches, 
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nach dem Vorhergehenden, mit dem gegebenen einerlei Inhalt 
hat. Laſſen fich diefe drei Linien nicht genau mit Fußen aus⸗ 
meffen, fo beflimme man fie noch in Zollen und Linien. Es 
ſei Bie erſte = A 7”, die zweite = 3’ 2” und die dritte — 8! 
4", fo ift der Inhalt = 47 >< 32 x 81! = 121824 = 1211 
Bra, 

e) Da jedes breiedige Prisma die Hälfte eines Parallelos 
pipedums von ber doppelten Grundfläche und der nämlichen 
Höhe ift, fo findet man den Inhalt dreiediger Prismen, wenn 
dad Map ihrer Srundflächen mit jenem ihrer fenfrechten Höhen 
multiplicirt wird. Wäre die Grundflädie — 34% und die loth⸗ 
rechte Höhe =15t, fo würde der Inhalt = 510° fegn. 

Soll ein vielediged Prisma berechnet. werden, fo multis 
plicire man dad Maß -feiner Grundfläche (welche als Vieleck 
ausgemeffen wirb) mit jenem feiner lothrechten Höhe. Denn 
ein ſolches nediges Prisma befteht aus n — 2 dreiedigen Prids 
men, welche in ihrer Summe dem ebengenannten Producte 
gleich find. Zahlenbeifpiele Finnen leicht hierüber berechnet 
werden. " 

f) Da alle Eylinder prismatifche Körper find, fo iſt ihr 
Inhalt ebenfalls dem Producte aus dem Inhalte ihrer Grunds- 
flächen in das Maß ihrer fenfrechten. Höhen gleich. Setzt man 
den Halbmeffer ber Grundfläche = r, die fenfrechte Höhe — h, 
fo it 12% der Inhalt der Grundfläche und r2sch fiellt dem 
Inhalt des Cylinders dar. Nimmt man diefen —C, fo ift 
C=r'nh, folglich h= = und r? = * daherr = V 3. 
woruͤber man leicht Beiſpiele in Zahlen berechnen kann. 

Der Umfang eines ſenkrechten Cylinders iſt einem Rechtecke 
gleich, deſſen Grundlinie die Peripherie ſeiner Grundflaͤche und 
fleſſen Höhe feiner Seite, oder auch feiner Are gleich if. 
Denn fo wie man fit dem Inhalte bes Kreifes feiner Grunds 
doaͤche durch eingefchriebene Bielede von immer verboppelter 
Seitenzahl fo weit annähern fann, ald man will (CCLXXVIL, f), 
fo gilt diefe Annäherung auch. für bie fortgefegt in dem loth⸗ 
zechten Cylinder befchriebenen vielfeitigen Prismen, wodurch 
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die Summe ihrer Settenflächen der krummen Seitenfäche des 
fentrechten Eylinders ebenfalls fo nahe koͤmmt, ald mar will. 
Rimmt man den Halbmeffer der Grundfläche =r, die Seite 
des Cylinders — s, fo ift Irns feiner frummen Seitenfläche 
gleih. Nennt man fie F, fo if F= Arms, folglich r = 
— und s = — wozu ſich leicht Beiſpiele berechnen laſſen. 

Die krumme Seitenflaͤche des ſchiefen Eylinders iſt 
weit ſchwieriger zu berechnen. 

g) Man findet den Inhalt einer dreieckigen Pyramide, 
wenn das Product aus dem Maße ihrer Grundfläche in jenes 
ihrer -fenfrechten Höhe mit 3 dinidirt wird. Denn fie. ift der, 
Ste Theil eines dreieckigen Prisma's von ber nämlichen Grund» 
fläche und Höhe. Da jede: nedige Pyramide fih in n-—2 
dreieckige von derfelbigen Höhe zertheilen laͤßt, fo wird auch 
jede vieledige auf ähnliche Art berechnet... If ihre Grund⸗ 
fläche, dem Maße nah, Sg, die Höhe =h, bie Pyramide 


h 
.=P, fo if p= Et yxi=: ‚X g , worüber ſich 


leicht Beiſpiele berechnen laſſen. 

hy Der Kegel iſt, wie bekannt, der dritte Theil eines 
Cylinders von derfelbigen Grundfläche und Höhe. Setzt mar 
Daher den velbmeſer zifer Grundfläche —r, bie Höhe des 


Kegeld =h, fo if - — bver Inhalt dieſes Koͤrpers. Nenut 
r? = 3K 
man ihn K, fo ift Ken —, baher h= und RZ, 


folglich; auch r 8 | ' 
Die krumme Seitenfläche eines fenkrechten Kegels iſt einem 
Dreiecke gleich, deſſen Grundlinie die Peripherie feiner Grunde 
Fläche: und. deffen Höhe feine Seitenlinie ik, Denn wenn man 
fi) diefe Peripherie als ein regelmäßiges Bieled von: fehr 
vielen Seiten denkt, und: won jedem Gcheitelpuncte deſſelben 
nach der Spitie des Kegeld eine gerade Linie zieht, fo befteht 
die Kegelfläche aus ſehr vielen unter ſich congruenten Dreiecken, 
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bereu Summe als die Kegelfläche felbft zu betrachten iſt. Diefe 
Sunme ift aber, wie man leicht fieht, dem vorermähnten 
Dreiede gleich. Wenn r der Halbmefer der Grundfläche und 


s bie Seite des Kegels iſt, ſo wird ſeine Flaͤche — = 


F F 
== rs ;. folglich iſt = — — und -=—. 


Die Berechnung ber Dberflache des ſchiefen Kegels bietet 
bedeutende Schwierigkeiten dar. 

i) Da der Inhalt der Kugel eines Cylinders gleich 
iſt, deſſen Grundflaͤche von ihrem groͤßten Kreiſe und deſſen 
Hoͤhe von ihrem Durchmeſſer gebildet wird, fo kann ihr Inhalt 
deicht hierdurch berechnet werden. Es fei r ihr Durchmeſſer, 
fo- it r?r die Fläche ihres größten Kreifed und folglich r2= 
x ar = Irdr der törperliche Inhalt des Eylinders, von 
weichem .fie. 2/; iſt. Rennt man die Kugel K, fo it K=r’® 


= = 1? x —=41887901.,.xr”. 

Für r= 10 würde fomit K= 4 ‚1887904 > i000 = 
A138,79041° = 4:0 188° 790°! ,... 

‚dur r = 4 wird K = 4ct 18841 790" ... Ans K= 


Anr 3K V; 
3 — — m—— —— 
— folgt nod) weiter Pr und r= m = 5* 





— 3 3 
3 _ 2 [Z 
X K, wo ber erfie Factor V iz leicht in Zahlen berechnet 


und als. befiändige Größe gebraucht werden fann. Diefe For 
mel. für r dient dazu, um die Größe des Halbmeſſers einer 
Kugel zu finden, welche einen beftimmten Inhalt haben foll, 

k) Um die Oberfläche einer Kugel gu berechnen, bemerfe 
man: folgenden Hülfsefag: Die Kugel ift einer Pyramide gleich, 
weiche zur. Örundfläche die Oberfläche der Kugel und zur Höhe 
ihrem: Halbmeffer hat. Der Beweis folgt aus den Hälfefägen 
im 17: u. 18. Eage des XIL Buche der. Elemente und kann 
auf populäre Art aud fo geführt werden. 

Man denfe fich Die, Oberflädhe der Kugel in. eine fehr 
große Zahl fehr Kleiner, unter fich gleicher Vierecke getheikt 
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und aus ihrem Mittelpuncte nach jedem ihrer: Scheitelpuncte, 
gerade Linien gezogen, fo befteht die Stugel aus einer eben fo 
großen Menge fehr Fleiner unter ſich congruenter vieredigen 
Pyramiden, deren gemeinfchaftliche Höhe der Radius if. Da 
nun die Summe..ihrer Grundflächen die Oberfläche der Kugel 
bildet, fo muß ihr förperlicher Spalt der oben bemerkten 
Pyramide gleich ſeyn. 

Setzt man nun ihren Inhalt —KR, ihre Oberfläche =F 


und ihren dam =r fo iſt nunmehr K=Fx; , folgs 


lich auch F=° . Allein =" , dahe er F= 3x rn _ 
Ar2m. Da nun r?n den, Snbalt des größten Kreifes der 
Kugel darftellt , fo ift der allgemeine Sag bewiefen: Die Obers 
‚fläche der Kugel ift viermal fo groß als die Fläche ihres 
größten Kreifee. 

Da Feihtrer sin r2 >< 13,56636 .... tft, fo 
dient dieſer beftändige Factor bequem zur Berechnung der 
Kugelfläce. Für r=10 wärde F == 100 x 12,560636...= 
42310 509° 63! u... ‘ 

. F , 
12,56636.... 


1 1 Ä 
mx sog daher= VF Vs wo dann 


ter legte Factor ald unveränderliche Zahl ein für allemal 
berechnet werden kann. 


Aus F=r?x12,56636... folgt auch ? — 


Dur Logarithmen wird die Formel r? — * dieſe: 
2 Log. r= %og. F — Log. An, daher 


%og. F — | 
Br ER, Es ſei F = 00m, fo iſt 


2 
Log. 64 = 1,8061800. Ferner ift 
Log. m 0,497149872693113385435127. .. 


%og. 4 = 0,6020600, alfo 
Log. Ar = 1,0992098, nun war 
Sog. F = 1,8061800, daher 
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‚Log. F— Log. ir = 0,7069702 und 
Log. ro TE —— wozu die Zahl 
2,2567... gehoͤrt. Daher iſt ar gm... 

Der Zweck gegenwaͤrtiger Schrift gebietet, dieſen Gegen⸗ 
ſtand hier nicht weiter zu verfolgen. Wer ausfuͤhrlichere, ele⸗ 
mentare Belehrung uͤber die Berechnung koͤrperlicher Abſchnitte 
and ihrer Oberflächen verlangt, findet fie inmeiner populären : 
Darftelung der Grundlehren ber Stereometrie u.f.w. Mainz, ' 
1827. Bei Fl. Kupferberg. ©. 180-238. Auch wird darin 
(S. 185-312) von der Erhauftiond« Methode, von den Data 
des Euclides, von den Lemmen ded Archimedes und von den 
Porismen gehandelt. 








Mainz, 
gedrudt bei Florian Kypferdberg 
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Ganz auf ähnliche Weife fann man aus der gegebenen 
Größe eines Kreisbogens und aus ber Zahl der Grade, welche 
der ihm zugehörige Mittelpunctswinfel enthält, den Durch⸗ 
meſſer des Kreifes berechnen. Iſt der gegebene Bogen Sb, 
die Zahl der Grade bes gegebenen Wiren —=n°, fo iſt 

n° : 36000 —b: 


200 
woraus bie Peripherie des Kreifes oder p= — b min, 


woraus man fodann feinen Durchmeffer perechnet, 

. Zahlenbeifpiele koͤnnen fehr leicht berechnet werden. Auch laͤßt 
ſich leicht folgende Frage beantworten: Wie groß iſt jener Mit⸗ 
telpunctswinkel in ‚einem gegebenen Kreiſe, deſſen Bogen dem 
Durchmeſſer dieſes Kreiſes, oder ſeinem Halbmeſſer gleich iſt? 

) Die Kreisfläche iſt einem Dreiecke gleidy,! deſſen Grund⸗ 
linie ſeiner Peripherie, deſſen Hoͤhe ſeinem Halbmeſſer gleich 
iſt. — Denn wenn man in einem Kreiſe ein Quadrat, dann 
ein regelmaͤßiges 8Eck, 46Eck, 32Eck, 64Eck u. ſ. f. beſchreibt, 
fo iſt oben (XII. Buch, 2. Satz) bewieſen, daß man hier⸗ 
durch von dem Kreiſe mehr als die Haͤlfte, dann von dem 
Reſte wieder mehr als die Hälfte u. ſ. w. hinwegnimmt. 
Wenn aber dieſes immer fort geſchehen kann, ſo bekoͤmmt 
man einmal einen Reſt, welcher kleiner als jede angegebene 
Größe ift (CCLIX a u. b), folglich entfteht einmal ein regel 
mäßiged 27&d im Kreife, welches demfelben fo nahe koͤmmt, 
daß der Unterfchied feiner Fläche von jener des Kreifes Fleiner 
als jede gegebene Größe ift. Denkt man ſich vom Mittelpuncte 
nach jedem Scheitelpuncte dieſes Vielecks eine gerade Linie, fo 
befteht der Kreis aus 2° congruenter Dreiecke. Da aber, wie 
man leicht einfieht, die Summe der Grundlinien aller diefer 
Dreiecke (bis auf etwas hoͤchſt unbedeutendes ) der Peripherie 
des Kreifes und Die Höhe eines diefer Dreiecke Cebenfalls ohne 
merfbaren Fehler) der Halbmeffer ift, fo geht hieraus die 
Wahrheit obiger Behauptung hervor, | 

g) Iſt daher die Peripherie eines Kreiſes Sp, fein Durdy 


um d 
mefier =d, fo.ift feine Flaͤche F=pxX 2° Da aberp=rd 


\ 
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Zr Gr | Ba u 
iſt, fo wird Ferdx,=0x = nr”, wenn r den Halb⸗ 


4 
meſſer bezeichnet, da das Quadrat des Radius der vierte Theil 
vom Quadrate bed Durchmeſſers if. Fuͤr r=10° wird F= 
100 x 3,1915... 314° a 5" u. ſ. w. 


F 4 
DaF=r’n, fo if ud- = =Fx- = Fx< 


0,31830988618379 ... folglich r—=./ F>< 0,31830988....= 
Y 0,31830988 ...>< f F. Wird nun ı/ 0,31830988 .... 
ein für allemal berechnet, fo ift fie ein befiändiger Factor von 
/ F und das Product gibt den Halbmeffer des Kreifes bei - 
gegebenem Inhalte, 

h) Wenn der Durchmeffer des Kreifes und die Größe eines 
Bentriwinfels in Graben gegeben ift, fo fann ber Flächenraum 
des ihm eutfprechenden Ausfchnittes berechnet werden. Denn 
28 verhält fich 360° zu no wie die ganze Kreisfläche ſich zu 
dieſem Ausſchnitte verhaͤlt. Daher wird hier 

360° ın = r2n : A \ 


und folglich Ausfchnitt A =: amt x nn. Mird ber 


360 berechnet, fo ift berfelbe 


ein beftändiger Ka von r?n, um A zu beftimmen. 

_ 3004 _ 360, A 
= Dr mn 
Wird bier die Zahl? = ein für allemal berechnet, fo darf fie 


Zahlenwerth von diefem Bruce — 














„A rar Ä 
nur mit * multiplicirt werden, um aus dem Halbmeſſer eines 


Kreiſes und der Flaͤche ſeines Ausſchnitts den Winkel dieſes 
Ausſchnitts zu finden. | 

Nach diefem Mufter koͤnnen auch andere, biefen ähnliche 
Aufgaben behandelt werben. 
i) Kreidabfchmitte werben berechnet, wenn man von ben 
ihnen entfprechenden Ausfchnitten die darin liegenden Dreiede 
wegnimmt. Die Größe der Ausfchnitte wird nach bem Vorher⸗ 
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gehenden beflimmt; das Dreieck aber aus bem Maße feiner 
Örundlinie und Höhe Cwenn fich nicht eine befiere Methode 
Darbietet ) berechnet. 

Die Fläche eines Ringes, d. h. des Unterſchiedes zweier 
concentrifcher Kreife wird, wenn der größere Radius S R, 
der Eleinere =r gefegt wirt, durch R?r — r?a= (R? — r?)x= 
beftimmt. Sollte der Ring ein befimmter Theil de 
größern Kreifes feyn, fo müßte (BR? — r?) m ein folder Theil 
von R?2r, folglih R? — r2 eben diefer Theil von R? feyn. 

Sollte z. B. der Ring den feshfien Theil des größern 


a 
Kreifes betragen, fo müßte and g nn _a=6 folglich R?= 


6R?-—-6r? und —E6 daher sR2—=6r2 und 2 — 
B/,R? ſeyn. Nun ift es leicht, eın Quadrat zu finden, welches-s/ 
eined gegebenen iſt (CLXIV.), folglich ift r hierdurch beftimmt. 

Auch Iaffen ſich leicht die Ausſchnitte des Rings 
berechnen. 

CCLXXVIII. Berechnung der Koͤrper und ihrer 
Oberflaͤchen. 
a) Das Maß zur Berecchnung der Körper muß ſelbſt ein 
Körper feyn. Zur Einheit diefes Meffens wählt man den 
Eubiffup, d. h. einen Würfel, deffen Seite einen Fuß beträgt. 
Denft man fih nun einen Würfel, deffen Seite einer Ruthe 
gleich ift, fo koͤnnen 10 Cubikfuße an diefer Seite neben eins 
ander und ebenfalld 10 derfelben an die audere Seite der 
Grundfläche neben einander, und folglich 10mal 10 d. h. 100 
auf die ganze Grundfläche geftellt werden. Da nun auch 10 
Bubiffuße in der Seite, welche die Höhe der Eubikruthe bes 
ſtimmt, über einander zu fiellen find, fo muß der Raum der 
Cubikruthe 10 Schichten ſolcher Eubitfuße, in deren jeder fi 
100 befinden, d. h. er muß 400mal 10 oder 1000 Cubikfuße 
enthalten. Bezeichnet man die Eubifruthen mir <o, Gubiffuße 
mit «, Gubifzolle mit " und Eubiklinien mit «", fo hat man 
1° = 1080°; 1° = 1000°’!, Let = 1000°M, 

b) Nach diefem find die Reductionen höherer Maßtheile in 
niebere, und umgekehrt, auch hier fehr einfach. Es iſt z. 82. 
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B3eo Ayder 834250; ober abe 58: == A6058eN; ober Teo det 
ggen — 704A028e; ferner 14c0 12 14000000012°" u. ſ. w. 

Auch ift umgekehrt. 843250 = 84«0 325°; ferner 43298764. 
== 43er 29807 764er; oder 53007800046-" = 53:0 Ter 80 
a6" u. f. w. 

c) Soll nun der Inhalt eines gegebenen Wuͤrfels gefunden 
werden, fo mefle man feine Seite, fo genau ed möglich ift, 
durch Schuhe, Zolle, Linien; muttiplicire dieſes Maß zweimal 
mit fich felbft, fo zeigt das Product die Menge der Cubikmaß⸗ 
theile feines Snhalted. Denn es ift nach dem Vorhergehenden 
far, daß der Raum ded Wuͤrfels durch die hier „gefundene 
Zahl der Eubifmaßtheile genau ausgefüllt werden fann. 

Es fei dad Maß feiner Seite = 8° ar sem, fo ift deffen 
Inhalt = 8025 X 8025 x 8025." = 416815016695." — 416° 
Ziser 46cm Hy5em,, Märe die Seite des Würfeld = 3 Arr, fo 
. würde fein Inhalt =34 >< 34 x 34° = 39303" — 39er Jod 
feyn. Ä | | 
d) Um den Inhalt eines fenfrechten Parallelopipedums mit 
rechtwinfeliger Grundfläche zu finden, meſſe man ſowohl die 
Grundlinie und Höhe der Grundfläche, als auch die Höhe mit 
demfelbigen Maße, z. B. mit dem Längenfuße, multiplicire 
Diefe drei Zahlen mit einander, fo zeigt das Product die Menge 
der Gubiffuße an, welche der Körper enthält. Denn wenn 
3. B. die Grundlinie der Grundfläche = 6’ und ihre Hoͤhe = 4 
ift, fo koͤnnen auf ihre Fläche 6>x<x4=24 Gubiffuße geftellt 
werden. Beträge num die Höhe 8 Fuß, fo würden 8 Schichten 
von Subiffußen, deren jede 24 enthält, übereinandergeftellt, 
den Inhalt des Körpers bilden, welcher daher = 21>x<8 = 
492° iſt. 

Eol der Inhalt eines fchiefen Parallelopipedums von 
ſchiefwinkeliger Grundflaͤche gefunden werden, ſo meſſe man 
die Grundlinie und die ſenkrechte Hoͤhe der Grundflaͤche, nebſt 
der lothrechten Hoͤhe des Koͤrpers mit einerlei Laͤngenmaße, 
multiplicire dieſelbe mit- einander, fo ſteltt das Product die 
Eubifmaßtheile deffelben vor. Denn es wird hier der Inhalt 
eines durchaus fenfrechten Parallelopipedums gefunden, welches, 
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nadı dem Vorhergehenden,, mit dem gegebenen einerlei Inhalt 
hat. Laſſen fich diefe drei Linien nicht genan mit Fußen aus⸗ 
meſſen, fo beſtimme man ſie noch in Zollen und Linien. Es 
‚ fei die erſte = 4 7", die zweite == 3! 2 und die dritte — 8! 
41", fo ift der Inhalt = 47x32 x 81 = 1218249 al 
g2dcı, 

e) Da jedes breiedige Prisma die Hälfte eines Parallelos 
pipedums von der doppelten Grundfläche und der nämlichen 
Höhe ift, fo findet man den Inhalt dreiediger Prismen, wenn 
das Maß ihrer Grundflächen mit jenem ihrer fenfrechten Höhen 
multiplicirt wird.“ Wäre die Grundfläde — 34% und die loth⸗ 
rechte Höhe = 15", fo würde der Inhalt = 510° fegn. 

Soll ein vielediges Prisma berechnet werden, fo multi 
plicire man dad Maß -feiner Grundfläche (welche als Bieled 
ausgemefjen wird) mit jenem feiner lothrechten Höhe. Denn 
ein ſolches nediges Prisma befteht aus n — 2 dreiedigen Pris⸗ 
men, welche in ihrer Summe dem ebengenannten Producte 
gleich find. Zahlenbeifpiele können leicht hierüber berechnet 
werden. 

f) Da alle Gylinder prismatifche Körper find, fo ift ihr 
Inhalt ebenfalls dem Producte aus dem Inhalte ihrer Grunds- 
flächen in das Maß ihrer fenfrechten. Höhen gleich. Sept man 
den Halbmeffer der Grundfläche Sr, Die fenifrechte Höhe Sh, 
fo it 7? der inhalt der Grundfläche und r2ch ſtellt den 
inhalt ded Cylinders bar. Nimmt man dieſen —C, fo if 


G 
C=r3zh, folglid h= =, und r? = 5, daherr V = 


woräber man leicht Beifpiele in Zahlen- berechnen kann. 

Der Umfang eines fenfrechten Eylinders ift einem Nechtede 
gleich, deffen Grundlinie die Peripherie feiner Grundfläche und 
fleffen Höhe feiner Seite, oder auch feiner Are gleich if. 
Denn fo wie man fi dem Inhalte des Kreifes feiner Grunds 
daͤche durch eingefchriebene Bielede von immer verboppelter 
Seitenzahl fo weit annähern kann, ald man will (CCLXXVIL, f), 
fo gilt dieſe Annäherung auch, für die fortgefegt in dem loth⸗ 
rechten Cylinder befchriebenen vielfeitigen Prismen, wodurch 
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die Summe ihrer Seitenflächen der krummen Seitenfläche bes 
fentrechten Eylinders ebenfalls fo nahe koͤmmt, ald man will. 
Nimmt man den Halbmeſſer der Grundfläche =r, die Seite 


des Eylinderd — s, fo ift Orns feiner frummen Seitenfläche 


gleich. Nennt man fie. F, fo it F= Uras, folglich r — 
Fr 
n und s — 5 wozu fl ſich leicht Beifpiele berechnen laſſen. 


8 


Die krumme Seitenfläche des ſchiefen Cylinders iſt 


weit ſchwieriger zu berechnen. 
g) Man findet den Inhalt einer breiedigen Pyramide, 
wenn das Product aus dem Maße ihrer Grundfläche in jenes 


ihrer fentrechten Höhe mit 3 bividirt wird. Denn fie. it ber. 


Ste Theil eines dreiedigen Prisma’ von ber nämlichen Grund» 
fläche und Höhe. Da jede: nedige Pyramide fih in n—2 
dreieckige von berfelbigen Höhe zertheilen läßt, fo wird and 
jede vieledige auf ähnliche Art berechnet... Iſt ihre Grund⸗ 
fläche, dem Maße nah, =g, die Höhe =h, die Pyramide 


h . . 
=P, fo if — yxı=}.% g , worüber fich 


leicht Beifpiele berechnen laffen. 

hj Der Kegel ift, wie befamnt, der dritte Theil eines 
Eylinderd von derfelbigen Grundfläche und Höhe. Sept man 
daher den Halbmeffer diefer Grundfläche Sr, die Höhe des 


2ch 2 
Kegeld —=h, fo if _— ber Inhalt diefes Körpers. Nenut 


u  :r®sh 
man ihn K, fo ift K=- 


folglich auch r =Vr | . 
"Die frumme Seitenfläche eines fenkrechten Kegels iſt einem 


Dreiecke gleich, deſſen Grundlinie die Peripherie feiner Grund» 
Fläche. und. deffen Höhe feine Seitenlinie il. Denn wenn man 


fich dieſe Peripherie als ein regelmäßiges Bieled von: fehr 


vielen Seiten denft, und: won jedem Scheitelpuncte deſſelben 
nach der Spitie des Kegels eine gerade Limie zieht, fo befteht 
die Kegelfläche aus fehr vielen unter ſich congruenten Dreieden, 


414 


deren Summe als die Kegelfläche ſelbſt zu betrachten if. Diefe 
Suume ift aber, wie man leicht ficht, dem vorerwähnten 
Dreiede gleih. Wenn r der Halbmeſſer der Grundflädhe und 


Iras 


s bie Geite ded Kegels ift, fo wird feine dä —=F=—- 


2; F F 
== rs; folglidy ifl = ums —. 


Die Beredhmmg der Oberfläche des fchiefen Kegels bietet 
bedeutende Schwierigfeiten dar. 

i) Da der Inhalt der Kugel 2/, eines Eylinders gleich 
iſt, deſſen Grundflaͤche von ihrem groͤßten Kreiſe und deſſen 
Hoͤhe von ihrem Durchmeſſer gebildet wird, fo kann ihr Inhalt 
Jeicht hierdurch berechnet werben, Es fei r ihr Durchmeffer, 
fo. il r?n die Fläche ihres größten Kreifes und folglich r2= 
2r — ar’ der körperliche Inhalt des Gylinders, von 
weichem .fie. 2/, ift.. Rennt man die Kugel K, fo it K= rs 

,. .Ardn dr 
xı=7, =. x 7=41887901.,.xr. 

Für r = 10' würde fomit K — 4,18387901 > 1000 = 
4188,7904' = 4°o 188° 790°... 

Fur r == 4’ wird K = del 188er 790... Aus K= 


3K 
3 — mu — — —— 
— folgt noch weiter >, Wr= VE = V: 5* 


3/3 7,0, .: 
X K, wo ber erfie Factor V * leicht in Zahlen berechnet 


und als beſtaͤndige Groͤße gebraucht werden kann. Dieſe For⸗ 
mel. für r dient dazu, um die Größe des Halbmeſſers einer 
Kugel zu finden, welche einen beftimmten Inhalt haben fol, 

k) Um die Oberfläche eıner Kugel gu berechnen, bemerfe 
man.folgenden Hülfefag: Die Kugel ift einer Ppramide gleich, 
welche zur Grundfläche die Oberfläche der Kugel und zur Hoͤhe 
ihrem: Halbmeffer hat. Der Beweis folgt aus den Hulfsſaͤtzen 
im: 17. u. 18. Sage des XIL Buchs der. Elemente und faun 
auf populäre Art auch fo geführt werden. - 

Man denke fi die. Oberfläde der Kugel in eine fehr 
große Zahl fehr Heiner, unter ſich gleicher Vierecke getheilt 


Anr 
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und aus ihrem Mittelpuncte. nach jedem ihrer Scheitelpuncte 
gerade Kinien gezogen, fo befteht die Stugel aus einer eben fo 
großen Menge fehr Fleiner unter fich corigruenter vieredigen 
Pyramiden, deren gemeinfchaftliche Höhe der Radius if. Da 
nun die Summe: .ihrer Grundflaͤchen die Oberfläche der Kugel 
bildet, fo muß ihr ktorperlicher Iuhelr der oben bemerkten 
Pyramide gleich ſeyn. Ä 

Sept man. nun ihren. Inhalt S K, ihre Oberfläche =F 


und ihren Halbmeſſer =r, fo. ift nunmehr K=Fx; folge ' 


4r? 3x<hr? 
lich auch F=, Alein K=—.”, daher F= — = = 
Ar?n. Da nun r?” den, Snhalt des größten Kreifes der 
Kugel darftellt , fo ift der allgemeine Sag bewiefen: Die Obers 
‚fläche der Kugel ift viermal fo groß als die Fläche ihres 
größten Kreiſes. 

Da Feher—er2 x 4a—r2%13, 56636 . ... tft, fo 
dient dieſer beftändige Factor bequem zur Berechnung der 
Kugelfläche. Für, r=10' würde F== 100 x 12,56036... = 
121° 5064 639 .... ‘ 

. F 
— 2 > — — — 
Aus F=r?>x<12,56636.., folgt auch in. 
1 1 Ä 
= F x Tr,50030 daher r= Ver Vo wo dann 
ber Teste Factor ald unveränderliche Zahl ein für allemal 
berechnet werden Fann. 
Dur Rogarithmen wird die Formel r? — iz diefe : 
2 8og. r = og. F — Log. An, daher 
Log. F— Log Ar , 
—— . Es fei F= 64%, fo iſt 
1,8061800. Ferner ift 
0,49714987269113385435127... 
0,6020600, alfo 

1,0992098, nun war 

Sog. F = 1,8061800, daher 


tg. r = 


AU m N 
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⸗ 


.kog. F- og. An = 0,7069702 und 
gr = TE — 0,3534851, wozu die Zıhl 
2,2567... gehört. Daher e r=rr vr zu... 

Der Zweck gegenwärtiger Schrift gebietet, biefen Gegen 
ſtand hier nicht weiter zu verfolgen. Wer ausfuͤhrlichere, ele⸗ 
mentare Belehrung über die Berechnung koͤrperlicher Abfchnitte 
and ihrer Oberflächen verlangt, findet fie inmeiner populären 
Darftellung der Grundlehren der Stereometrie u.f.w. Mainz, 
1827. Bei ZI. Kupferberg. ©. 180—238. Auch wird darin 
(S. 285—312) von der Erhauftionds Methode, von den Data 
des Euclides, von den Lemmen des Archimedes und von den 
Porismen gehandelt. 





Mainz, 
gedruckt bei Florian Kyupferberg. 
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